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Ein Brief als Vorwort. 


Hochverehrter Herr Professor, 


Gestatten Sie mir an dieser Stelle einige persdnliche Be- 
_ merkungen. 

Es sind bereits mehrere Jahre her, als mir Ihre bahn- 
_ brechenden Schépfungen auf dem Gebiete der Apolarititstheorie 
die erste Anregung gaben, auf diesem Wege zu einer allge- 
~meinen projektivischen Theorie der linearen Riiume vorzu- 
dringen (cf. Kap. III und pg. 208). 

Allmihlich erkannte ich dabei vor Allem die Nothwendig- 
_keit, Ihre Resultate mit der biniéren Combinantentheorie in 
innigere Verkniipfung zu bringen. Nunmehr, wo ich die erste 
Frucht meiner diesbeziiglichen Studien vorlege, hoffe ich, dass 
es mir gelungen sein méchte, Ihre Theorie einmal nicht uner- 
heblich weiterzufiihren, andrerseits aber auch in neuen Zusam- 
menhang mit manchen, scheinbar abseits liegenden Gebieten zu 
bringen. 

Ich fihle die Verpflichtung, meiner Verehrung Ihrer 
Leistungen in dieser Widmung 6ffentlich Ausdruck zu geben, 
wenn ich auch nicht in Abrede stellen kann und will, dass die 
gemeinte Theorie auch von anderer Seite her, so besonders von 
H. Rosanes, und in neuester Zeit von den H.H. Brill und 
Stephanos namhafte Férderung erfahren hat (cf. Litteraturverz.). 

Desgleichen muss ich in weiterem Kreise der wichtigen 
Arbeiten der H.H. Sylvester, Smith, Gordan, Brill, Sturm, 
Em. Weyr, G. Veronese u. A. ganz besonders hier Hrwahnung 
thun. — 

- Was die Anordnung und Darstellung des Stoffes angeht, 
so muss ich in verschiedenen Punkten auf Ihre giitige Nach- 
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sicht rechnen. Abgerechnet z. B. stilistische Schwiichen, bin 


ich mir namentlich bewusst, dass einzelne (mittlere) Partien 
von Kap. II einen breiteren Raum einnehmen, als sie ihrem, 
theilweise nicht neuen, Inhalte nach dirften. Es diirfte mich 
hier in etwas rechtfertigen, dass ich mich in den Stand setzen 
wollte, mich spiiter auf diese Dinge in méglichster Kiirze be- 
rufen zu diirfen. 

Desgleichen sind die bei den verschiedenen Theilen des 
Werkes geforderten Vorkenntnisse von ungleicher Natur vgl. 
z. B. Kap. I mit der ersten Hilfte von Kap. I. Zum Theil 
mochte dies freilich in der Verschiedenartigkeit geometrischer 
und algebraischer Auffassung begriindet sein. 

Endlich ist die Trennung zwischen Bekanntem und Neuem, 
Fremdem und Eigenem nicht immer scharf und consequent 
genug beobachtet: mir schwebte hauptsiichlich die Absicht vor, 
der Gestaltung des Ganzen ein individuell méglichst einheit- 
liches Gepriige zu geben; ich habe in diesem Sinne simmtliche 
Entwicklungen, auch wo sie sich auf geliiufigere Dinge beziehen, 
noch einmal selbstiindig durchgefiihrt. 

Im Uebrigen sei mir erlaubt zu bemerken, dass Unter- 
suchungen, die schon von vornherein im Hinblick auf das ge- 
steckte Ziel einen so ausgedehnten Umfang erreichen mussten, 
im Kinzelnen manche Liicken zeigen und vielfache Berichtigung 
erheischen werden (cf. pg. 347). Sollte doch auch in dieser 
,systematischen Voruntersuchung* keineswegs das volle Mate- 
rial zum kiinftigen Gebiiude, bis in’s Detail der inneren Ein- 
richtung, beschafft sein. Dagegen, scheint mir, sind die wesent- 


lichen Begriffe, Beweismethoden und Siitze so weit entwickelt, | 


wie ich sie behufs der Durchfithrung der allgemeinsten Theorie 
(ef. Kap. IIL) zur Zeit fiir hinreichend halte. 
‘Tiibingen, Anfang Miirz 1883. 
W. Franz Meyer, 
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Hinleituneg. 


Das Werk, das ich hiermit dem mathematischen Publicum 
tibergebe, zielt in letzter Linie (cf. Kap. IL) auf eine durch- 
greifende Verwerthung der Algebra fiir die héhere Mannig- 
faltigkeitslehre. Es steht damit nur scheinbar im Wider- 
spruche, wenn ich die geometrischen Formulirungen fast durch- 
gingig nur als Hinkleidungen rein algebraischer Wahrheiten 
ansehe, wie sie im Wesentlichen nur dem Zwecke einer besseren 
Veranschaulichung dienen. Denn betrachtet man einmal prin- 
zipiell algebraische Ueberlegungen als die Quelle der ganzen 
Forschung, so muss, streng genommen, Alles, was sich ihrer 
Anwendung auf fremde Gebiete erschliesst, als Beiwerk er- 
scheinen. Allerdings kann dann dieses Beiwerk, sofern man 
es an und fiir sich und unabhiingig von dem Leitungswege be- 
trachtet, einen bedeutenden und bleibenden Werth bean- 
spruchen; spiterer Forschung bleibe es tiberlassen, direktere 
Beweismittel aufzuspiiren. 

Wegen des Hinzelnen kann ich hier auf die Hinleitungen 
zu den einzelnen Capiteln, Abschnitten und Paragraphen ver- 
weisen: nur das erste Capitel bedarf einiger erliuternder Zu- 
satze. 

Dieses nimmt schon insofern eine Ausnahmestellung ein, 
als (abgesehen von seinem rein algebraischen Charakter) . der 
Gang seiner Entwicklung keineswegs eine kanonische Stabilitat 
beansprucht; vielmehr erkennt man leicht, wie sich darin ein 
mehrmals in sich zuriicklaufender Process wiedergiebt, dessen 
einzelne Phasen mannigfach ihre Rolle vertauschen kénnen. 

So z. B. kann man von der Form des Schnittpunkt- 


XIV Einleitung. . 


theorems §. 3 ausgehend (die man leicht als eine nahezu 
a priori evidente aufstellen kann), den Grassmann’schen Satz 
(§. 1) ableiten. 

Aehnlich kann man mit wenigen Mitteln direkt zum Be- 
weise des wichtigen Combinantenprincips (pg. 39) gelangen, 
das dann die verschiedenen Formen des Schnittpunkttheorems 
a nuce enthiilt. 

So ist weiter der Funktionaldeterminantensatz am Ende 
des Capitels als direkter Ausfluss des Grassmann’schen Satzes 
darstellbar ete. 

Die gegebene, scheinbar etwas complicirte Gestaltung 
dieses Capitels ist gewiihlt, einmal, weil die mancherlei Hiilfs- 
siitze spiiter zar Anwendung kommen, und dann, um den innigen 
Zusammenhang mit verwandten Untersuchungen (namentlich 
der H.H. Gordan, Brill und Garbieri) zu beleuchten. 

Inawischen sind neueste Arbeiten (der H.H. Brill und 
Stephanos) erschienen, die sowohl das erwiihnte Combinanten- 
prinzip als verschiedene Siitze iiber die Involutionen vierter 
Ordnung enthalten. Ueber die dadurch eingetretene Verschie- 
bung meiner Prioritiitsanspriiche cf. pg. 241 

Im Uebrigen bitte ich den Leser, der sich vorerst mit Plan 
und Anlage des Werkes vertraut machen will, mit der Lektiire 
von Cap. If zu beginnen und erst bei Gelegenheit auf Cap. I 
zuriickzugreifen. Das Hauptprinzip, die Riume (spec. Ebene 
und Raum) mit allen ihren Elementen auf die bez. ,Norm- 
curven* zu beziehen, wird ihn als sicherer Fiihrer geleiten. 

Das letzte Capitel tritt hier zwar nur als ein, wenn auch 
sehr beachtenswerther Anhang auf, wird jedoch in dem kiinf- 
tigen Werke yliber die linearen Riiume* (ef. pg. 348, 396) eine” 
der wichtigsten Grundlagen bilden. 


Tiibingen: Anfang Miirz 1883, 


Capitel I. 
Die rationalen Curven. 


So. 


Der Grassmann’sche Fundamentalsatz iiber die Determinanten 
einer Matrix. 


1. Dieser Satz befindet sich mit Beweis (was ich einer 
Mittheilung des Herrn Dr. Mehmke in Stuttgart verdanke) 
in der Grassmann’schen Ausdehnungslehre vom Jahre 1862 
poNr. 112. . 

Er bildet weiterhin die, Grundlage der Abhandlung von 
~ Clebsch » Uber eine Fundamentalaufgabe der Invarianten- 
_theorie* Géttinger Abhandlungen Bd. XVII (1872). Clebsch 
stellt den Satz von Neuem auf und beweist ihn mittelst 
_ Determinantenmultiplication, spricht aber zugleich die Ver- 
muthung aus, dass er sich schon bei Grassmann_befinden 
-kénnte ”. 

3 Ich _halte einen neuen Beweis des Satzes fiir niitzlich, 
der mir ziemlich einfacher zu sein scheint. 

_ Es geniigt vollstiindig, die Methode des Beweiscs an dem 
einfachen Fall einer Matrix von zwei Horizontal- und fiinf 
Vertikalreihen darzulegen. Der Bequemlichkeit wegen soll, 
_wie bei Clebsch, die Vorstellung eines Raumes von 4 (resp. 2) 
_Dimensionen beibehalten werden, um so mehr, da sie jetzt 
so ziemlich allgemein iiblich ist. 

Durch zwei Punkte (a) (8;) dieses Raumes geht eine 
porerade* (1) pa, = aA + Bin (¢ = 0,1,2,3,4). 


W. Fr. Meyer, Apolaritat. 1 
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Kin Lineargebilde 

(2) w, = ue, + ue; + mt, + 4%, + uaz, = 9 | 
ist durch vier Punkte eindeutig bestimmt: durch die Gerade : 
(1) geht also noch eine zweifach unendliche lmeare Schaar 
d. h. die Gerade ist auch dargestellt durch das System 

(3) op, = pm + vn + 7p fats 0,..4), wo (pu) (v4) 
(x,) irgend drei solcher Lineargebilde sind, deren gemeinsame 
Punkte eben die Punkte unserer Geraden sind. Dabei sind 
i, wresp. m,n, p homogene Parameter, p, « beliebige Faktoren. 
Dann sind bekanntlich nach Pliicker & Cayley als homogene 
Coordinaten der Geraden entweder die Determinanten der 
Matrix (a §;) oder die der Matrix (ji vj 7%) aufzufassen 
d.s. solche, die sich bei ,Verschiebung* der Punkte @, B auf 
der Geraden resp. bei ,Drehung* der Gebilde p, v, 7 um die 
_ Gerade nur je um einen gemeinsamen Faktor indern. 

Soll nun ein Punkt (a) in einem Lineargebilde (1) 
liegen, so findet die Relation 

(4) a, = Lap; = O statt. 

Da nun offenbar jeder Punkt (#,) der Geraden in 
jedem ihrer Gebilde (a) liegt, so finden die Gleichungen statt: 

(5) %, = 0 B,, = 0 hin See age Gg Ope ate 

Aus den beiden ersten Gleichungen ergiebt sich durch 
resp. Multiplication mit Boa) und Subtraktion: 


Por +H PaPox TH HyPos + HyPos = O und analog 
(6) VP on a VoP o2 ar V3P 03 = VsPoa = 0 

ls, HM Pog TF TyPos + TP = 9 
|a, 0%, 
BiB 


durch resp. Multiplication mit den Determinanten der Matrix 


v oe 
ood os und Addition 
f42 V2 TM 


On Dich Aus dem System (6) ergiebt sich wieder 


ae : or 
i Die rationalen Curven. 


pl vy Te 


(T) Pos G23 Por Vis, = O Ne aE pees, 


(4m Ym 7m i 


Pavan or 
Hatten wir statt der Indices 0, 1, 2 die andern i, n, m 
gewahlt, so hitten wir erhalten: 
(3). ps Crete ade = OL (Ti, 1b ., 2 1 sind: die 
5 Zahlen 0, 1, 2,3, 4 in irgend einer Folge). 


Dies ist die gesuchte Relation. Dafiir kénnen wir 
auch schreiben ! 
i+k 


(8*) Pik __ RE a ee) Jimn 


i “kmn 2 rd 
a ae (1) icmn 


i+k 
oder (9) : he — (—1) Jim 


Genau in analoger Weise ergiebt sich die allgemeine 


Formel (10) OP aS = (—-}) phy ae ace tie 


Eis gilt dabei die einfache Regel, dass die Folge der 
ganzen Indexreihe 0, 1, 2,...d durch -Léschen der einen 
Theilreihe 7, k, 7, m ... in die Folge der Restreihe rv, s, ¢, w, ... 
iibergeht. : 

Dafiir kann man bekanntlich auch schreiben 

(10*) Ca = Loot... 
wo dann iklm... pot... eine positive Permutation der 
Zahlen 0, 1,... d ist”. 

Rein algebraisch spricht sich unser Satz dann so aus: 


»Die vollstindigen Determinanten der Matrix 


Cee see a 
aa Gee 1q 
Denes ners a 
(11) t<q 
a a: a 
i i2 iq 


sind (bis. aufs Vorzeichen) proportional den vollstindigen 


Determinanten der Matrix 
1* 


4 Die rationalen Curven. 


\ 


\a a a | 


he EBS gruesome Str 
| 
Gas . . . . . | 
(12) ee 
| 
| 
a a a 
Wendt q.2 aqs | 
; ‘ ten ten ten 5 
und zwar die Determinante aus der Pe Tae eee Verti- 


kalen der ersten proportional der aus den Restvertikalen der 
zweiten gebildeten d. h. 


CTS \G0 DM gees oma 
"2 i "ie se? Sg 
wo wieder 7, 7 Yr. 1. y irgend eine positive Permutation 
Lede a o NcAR l ice me da 
der Zahlen 1, 2,...q darstellt, unter der Voraussetzung 


der Relationen: 
(14) a, OF, Gg Ft .+- 4, 4, = 0 
WO, Fi —— alee, et 


sit 1i+2,...¢ 


Fiir den Fall einer Matrix mit zwei resp. vier Reihen 


oy] 


erhilt man die bekannte Relation zwischen den Pliicker’schen 
Strahlen- und Axencoordinaten einer Raumgeraden pp, = q 
5 ik Im* 


2. 


Sh 


Die linearen Schnittpunktsgleichungen erster Ordnung fiir die 

rationalen ebenen Curven vierter Ordnung (R,) (als Typus fiir 

die rationalen Curven x" Ordnung im Raum von d Dimensionen). 
2. Gehen wir von der bekannten Darstellung derselben aus 

4 3 2 : 
(1) pv = 9,0) = 4, 4 + 4,% +a, +a,a+ a, 
(Gt Bata So) 
so liegen vier Punkte derselben A, 2, A, A, auf einer Geraden 
(2) wu, 4, + 4, ie eA Mie m8 
wenn die A die Wurzeln der Gleichung sind : 


f op ) a | / 
(3) U, = ug, + u, P+ 4 9, =M (u, a, + 4, Ay + % oe) 


£ 


er > = 


Die rationalen Curven. 5 


3 
se CL A eMC ana a ea 
a uU.d., —+ u, Oe a.) == 0 
Demnach sind die elementarsymmetrischen Funktionen 
der  lineare ganze Funktionen der wu; die Elimination der 
letzteren ergiebt die gesuchten Relationen. 
Wir setzen der Homogeneitiit wegen 


. : : 
MA+AAAPN=HL Wt pAb SS 
8 8. 
AVA; =F AAA, SL Seveo =e X, i, i, ae 


und verstehen unter t einen beliebigen Faktor; dann ergiebt 
sich aus den Gleichungen 


(5) (1) t= u,4a, + ua, + 4, a, 
_ die Nothwendigkeit des Verschwindens aller vollstindigen 
Determinanten der Matrix: 


(6) So Gia’ Ue he 
a 


3. Definitionen. 

Wir werden weiterhin die s; (¢ von 0 bis 4, allg. bis n) 
schlechtweg die (homogenen) symmetrischen Funktionen 
der 4 (allg. n) Gréssen (Parameter, Argumente, Werthe, 
Punkte) A nennen. Sind mehrere Reihen derselben vor- 
handen, so seien sie mit s,, S., o,, 7,, ¢,, etc. bezeichnet. 

Umgekehrt seien der Kiirze wegen unter ,die s,, S; etc.* 
solehe symmetrischen Funktionen von Grossen A, p etc. ver- 


-standen. 
Die vollstindigen Determinanten einer Matrix nennen 


wir ihre ,Kerne*. Das Verschwinden eines Kernes invol- 


vire dann eine ,Kerngleichung*. 
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Verschwinden alle Kerne einer Matrix, so sagen wir, 
die Matrix verschwindet*. 

Die in (6) erhaltenen Gleichungen nennen wir die 
linearen Schnittpunktsgleichungen (oder die ersten Grades) 


der Re weil sie in den s, linear sind; und zugleich erster 
Ordnung, weil sie aussagen, wann vier Punkte der Curve 
auf einem ebenen Punktgebilde erster Ordnung (d. h. 
einer Geraden u,, = 0) liegen. . 
Daraus erhellt die Bedeutung der Schnitt- 
punktsgleichungen g™ Grades m™ Ordnung fir 


A 3 ; ; t 4 
irgend eine rationale Curve n” Ordnung im 


4 A 3 d 
Raum von d Dimensionen (eine R): 


(7) px, = 9 (A) =a, +a,X +...4,, 
((= 01 ay 
von selbst. 

Auch alle Umformungen der Schnittpunktsgleichungen 
(wenn nur Grad und Ordnu ng erhalten bleiben) sollen 
unter jener Bezeichnung miteinbegriffen sein. 

4, Das Ableitungsverfahren fiir die Gleichungen (6) ist 


d 
unmittelbar in gleicher Weise auf die Rh. (7) anwendbar. 


Thre linearen Schnittpunktsgleichungen erster 
Ordnung sind gegeben durch die »Vverschwindende* Matrix: 


| ar 9 Oho hig G0 ee 


te ey iy ae a ees \ 


| ' ; 
| 

n 
(ete, ms ain Gn Ga od ree 


wo t, k,l, m,... die Zahlen 0, 1, 2, ... d sind. 


Wo es im Weiteren nicht ausdriicklich anders betont 
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wird, nennen wir dieses cinfachste System von Schnittpunkts- 


dx 
gleichungen der vim pihr Schnittpunkttheorem®, 


$3; 
Umformung des Schnittpunkttheorems der B, 


5. Das System der Kerngleichungen (§. 2 (6)) ist be- 


g kanntlich zwei Gleichungen ae quivalent ”, (Geometrisch 
heisst das, dass eine Gerade durch zwei Punkte (der Curve) 

bestimmt ist.) Solche zwei Gleichungen kann man im Allge- 

meinen aus den fiinf Kerngleichungen beliebig auswiihlen; 

eine wird etwa sein 

| So Fig Geo %o| 
errr eas ua ei 


(1) Ar = =i) 


$3 Gig Nae hy 
— $3 Fs M3 %s| 
Bezeichnen wir eine dreireihige Determinante, wie 


a5 9 A 


GQ, G4 Oy) mit dois (so dass dy. ——. dane etc. ist) 


(2) 
Wig Me Ug 


so stellt sich A - in der Form dar: 
(3) A, = So dos ae 5, dios = 55 dois as 55 dors = 0. 
Analoge Form haben die andern vier Gleichungen: in 


A, = 0 kommt s, nicht vor und der Faktor von s, ist dy erg. 
; 2 


wo ry,r, die natiirliche Reihenfolge der drei Zahlen ist, die 
aus 0, 1, 2, 3, 4, nach Streichen von 7, 7 restiren. 
Nach dem Grassmann’schen Satze (§. 1) sind die Kerne 
d,,, der Matrix 
: a Us Gs ae We 


(4) hg Tey he hs any 


“40 hy he hy Cy 3 
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eK 


proportional (—1) ~~ A,,, wo A, der jedesmal entsprechende 


Kern der Matrix 
a, A, Ae O,| 


ee TG ok Poe eee 
OME 16 By Be telco aioe ot 


[und zwar folgen sowohl in d.. , als i in A. mies Indices i in nattir- 


licher Reihe] unter den Bae 
A, =a, a + 4,4, +... 4,4, =9, 
B. Sa “oth gow oe py Gee, 
Aa WAS) 
Big ae eaeee 


Dadurch geht z. B. A, iiber in 
(UA, = SA; 8 PA ss A Se ans ek ee 


(6) 


analog 


(wo A,, d = 0) und A, in 


=|: 5 
(3) Ai = s (=) Sole =U; 
0 
Diese Form stellt sich wieder dar als die lineare Com- 
bination 


(Dyer Aetee Oo P—— Badr O 
der beiden Formen 
(10) ee = 09) oo BS be, Sn OS 
|8, = f,s, — Bs, + 8,8, — Bs, + Bs, = 0: 
Daher sind die fiinf Kerngleichungen auch den zwei 
Gleichungen 


Ch 3 oie t) 
aequivalent. Das Resultat ist also folgendes: 
»Das Schnittpunkttheorem der R 
4 3 
(11) px, =a, A +a, a ches saetoaid 


ist symmetrisch dargestellt durch die beiden 
Gleichungen 
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(12) a, = a, s, Can =0 £,= X£ s. (st); ==) 

wo die (#8), bestimmt sind durch die 6 Gleichungen: 
(13) x. a. a. = 0 38 B. a = 0 
(ise OW sad D3) 

Die Interpretation im Raume von 4 Dimensionen mige, 
als hier unwesentlich, unterdriickt werden. Das Gleiche gilt 
von folgender Nummer. 

6. Combinirt man in gleicher Weise das Schnittpunkt- 
theorem der R ($ 2 (8)) mit dem allgemeinen Grassmann’schen 


Satze (§ 1 (11—14)), so erhilt man als Resultat: 
»DasSchnittpunkttheorem der R 
G4 a, =a, 8 +a, ko: dy = 9,0) 
z= OF ees ed) 
ist symmetrisch dargestellt durch die ,n—d* 
Gleichungen 


(15) A, oF 
(k= 1,2 


(iy = 0 
. (n—d)) 


ie i 


wo 
(16) x, Os a =0 x, eo. Ces =0.... x, Oe aye Os =0 
Gacaluper ener ie 


(wodurch die Determinanten der a, bestimmt sind). 


8. 4. 
Reciprocitat zwischen den ¢,(A) und A,.. 


7. Aus der Symmetrie der in den « und a bilinearen 
Gleichungen (16) (§ 3) (geometrisch aus der Dualitit der ent- 
sprechenden Lineargebilde héherer Riume) folgt sofort die Um- 
kehrung des letzten Satzes in folgender Weise. Hs liefert diese 
einen Fundamentalsatz der rationalen Curven. 
Satz. ,Stellt das Gleichungssystem 


(we 3 a8, (1) =0 (k=1,2,...(n—d) 
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‘das Schnittpunkttheorem der R 
(2) pn, =4,% +a, +... a, Caria teh 8 
dar, so stellt umgekehrt das Gleichungssystem 


(3) 4,=xa,8 =0 G=01,..a 
0 


das Sehnittpunkttheorem der Rass : 
(Spt Che og Sees i rare iy Say hi = 
(k = 0,....(n—d—2)) dar. 


San; 
Die Apolaritait des Schnittpunkttheorems. 
8. Bekanntlich entsteht eine lineare, ganze Funktion der 
(aus n Grossen A,A,... A, gebildeten) s 
(1) ass=a, 85 asp bi ae 


(abgesehen von einem Zahlenfaktor) durch successive P olari- 
sation nach dp Ape A.A jas der biniren Form 


(2) a& == a, + nar + - pee eos 


die aus a, durch Gleichsetzen aa i fliesst. 


n Noe 


Man nennt, wenn eine binire Form a) A oder homo en 
? ? ) g 
eschrieben <7 r receben ist den Ausdruck 
g Fed ) g 5 ? 


(3) a A+ a (wo man wieder , = 1 setzen kann) 
die Polare von ~, genommen nach A, oder auch: die Form (3) 


entsteht aus ¢ durch Polarisation nach A,.) 


Nach der Gordan’schen Bezeichnungsweise (Zur Theorie 
der biniiren Formen, Programm, 1875) wird durch Polarisation 
. n nl . . 
einer Form a, nach i, ,@, 4,*: durch Polarisation nach Ayrs 
n—2 ae 
29, i mithin 


(4) a. = Ar, iy oee-4\ 


n 
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(Die Richtigkeit dieser Formel ersieht man iibrigens un- 
mittelbar daraus, dass die rechte Seite a.) ..., linear und 

2 72, n 
 symmetrisch in den ) sein muss und durch Gleichsetzen aller A 


nach dem Euler’schen Satze iiber homogene Funktionen in dy 


iibergeht.) 
9. Nun war, um zuniichst wieder an unsern 'l'ypus, die R 
(§ 3) anzukniipfen, das zu 
pOier = 9, Q) =o, a +4a 4 +... 4, @=1, 2, 3) 
gehorige Schnittpunkttheorem gegeben durch 
(6) ao = Bais (—1)-= 0. 8 = 3B 5 (— 1) =0 
pe wo.) ea, 0 pt ae = 12). 
Aus a, entsteht nach Gleichsetzung aller A 
O22. — Dee 6 alk 2 tad a od: 
Die bilineare Invariante der Formen a, resp. B und (A) 
hat den Werth 
(9) Ba. a,, resp. xB. a, 
Diese verschwinden also gemiiss (7) simmtlich. 
In diesem Falle heissen bekanntlich a, resp. B und ¢. (A) 
apolar zu einander (nach Reye) oder conjugirt (nach Rosanes) ®, 
- Das vollkommen analoge Resultat ergiebt sich fiir das 
Schnittpunkttheorem der R (§ 3). 
Demnach hat man den wichtigen Satz: 


poetzt man im Schnittpunkttheorem 


einer ies 
(10) pv, =9,Q) =a, +...4, -¢=0,1...4) 
(11) a, ,=9 ta eens cet. a, 4, = 9 


2, 8 
alle Argumente A, .--A, gleich A, so sind die ent- 


sprechenden Formen 
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n 


(12) a, , aes hoes Ona, 2 
apolar zu den Formen ¢, (A). 

Dann ist aber bekanntlich auch jede lineare Combination 
der ormen (12) apolar zu jeder linearen Combination der ¢, (); 
oder (mit Rosanes) : 

, Die ,(n—d) gliedrige Gruppe* der > (k=1...(n—d) 
ist apolar zur (d + 1) gliedrigen Gruppe der g, (A) 
(i= Oy sb view yes 

Wir nennen die Formen (12) (aus denen also nach Nr. 8 
mittelst successiver Polarisation nach A,,A,,...A, die linken 
Seiten des Schnittpunkttheorems entstehen) die ,Schnittpunkt- 
formen* der Re 

Da nun alle zu (d + 1) biniiren Formen n“™ Grades apo- 
laren Formen eine (n—d) gliedrige Gruppe bilden (und umge- 
kehrt), so kénnen wir sagen: 


Satz. ,Die Schnittpunktformen einer R 


(10), p22, ="), 0) = Gio Ave... Cine hee) 
bilden die zuden (A) apolare Gruppe 
(13) $A). (k = 1,..(n—d).)* 

Diese Fassung des Fundamentalsatzes der rationalen Curven 
lisst sofort die Evidenz des §.4 bewiesenen Reciprocititssatzes 
hervortreten. Denn aus der Reciprocitit der® Apolaritit der 
y, und $, folgt sofort, dass die @, die Schnittpunktformen — 


n—d—1 


der Rh 
(14) ov, = , sind. 
Fassen wir Alles zusammen, so gewinnt. endlich unser 
Fundamentalsatz die Gestalt: 
Satz. ,Hat man zwei biniire Pormengruppen 
n" Grades 
(A) (4. = O71, . a) $A) & = 0,1 ..n—d—1) 
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von der Art, dass jede die vollstindige zur andern 
apolare Gruppeist, so entsteht durch Se eee 
der einen Gruppe nach n Werthen DOES mete tih st! 


Nullsetzen das eur itineattines ssn der andern 
Gruppe (d. h. der Curve pu, = ¢—,(A) resp. pa, = , (A)).* 


S. 6. 
Das lineare Schnittpunkttheorem héherer Ordnung. 
10. Dieses leitet sich, wie das der ersten Ordnung, mit 
Zugrundelegung des Hiilfssatzes ab: 
,Wenn unter den Werthsystemen der s., welche der Be- 
-dingung 
I NUNC is eral Filan a oe 
geniigen, sich das Wurzelsystem einer biniren Form 
bse BX: BETO de Bain) by 
befinden soll, so miissen die beiden Formen 


. oe n 
- by, unda,= a, -- na,A + a Ee Geee. ee 


apolar sein und umgekehrt.* 


Wir wenden diesen Satz zuniichst wieder auf unser Bei- 


spiel, die R, an. Kin Kegelschnitt a. = (ist durch fiinf Punkte 


bestimmt und schneidet die R, in acht Punkten, so dass zwischen 
den diesen entsprechenden Werthen A,A,.. . A, drei Relationen 
pestelen, die linear in den s. (¢ = 0, 1, . . . 8) sind. 

| Wollten wir direkt verfahren wie in No. 1, so wiirden wir 
die Gleichung achten Grades, deren Wurzeln 4,... A, sind, 
aufstellen. Ihre Coefficienten, homogene lineare Funktionen 
der sechs Coefficienten von os; sind den s, proportional. Die 
Elimination der ersteren liefert cine verschwindende Matrix 
von 9 bez. 7 Reihen, die drei Gleichungen 

4, =0 Sa) %,= 9. 


/ 


Aes : Die rationalen Curven. 


aequivalent ist. Aber in welchem engeren Zusammenhang — 
stehen die drei Formen ,,, 8, y,“ zu den drei Formen 9,(A)? | 


Diesen finden wir nun einfach so. 

Unter den Kegelschnitten a, = 0 (mit variablen Coeffi- 
cienten) befinden sich unendlich viele Geradenpaare und doppelt 
ziihlende Gerade, deren Schnitte mit der R; durch Gleichungen 
von der Form ,u, 1, = 0, We = 0* dargestellt nde Spe- 
ciell, den Seiten des Coordinatendreiecks entsprechend, sind 


unter ihnen die Gleichungen 9. 9, = 0, ©, = 0 enthalten. Aus 


ihren linken Seiten setzt sich die gesuchte, allgemeinste Gleich- 
ung achten Grades linear zusammen. 


»DVemnach stellt die zu jenen sechs Gleichungen, d. h. zur 


Gruppe a. conjugirte Gruppe die gesuchten drei Gleichungen 
a, = 0 B, = 0 y, = 0 oder, was dasselbe ist, die Gruppe ° 
%X, + 2B, + py, * dar (wo x, A, » variabel sind)‘. 

So gilt allgemein der Satz: 

,»Das_ lineare Schnittpunkttheorem p™ Ord- 
nung einer R (welches dem Schnittpunktsystem der 
R und eines (n—l)fach ausgedehnten Gebildes 


pe Ordnung a, =-0 entspricht) besteht, aus) der 
Gleichungsgruppe 
a =0 6. = One 
deren zugehérige Formengruppe 
a, 5 eon 


conjugirt ist zur Gruppe der pfachen Potenzen und 


Produkte der 9().¢ 


rs 
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Ete 
Kinfluss von Identitaten zwischen den Potenzen und Produkten 
der (A) und deren Aufstellung, 

11. Wie man weiss, erhdht sich die Gliederzahl der zu 
einer Anzahl von biniren Formen gleicher Ordnung conjugirten 
Gruppe, wenn zwischen den ersteren eine oder mehrere Iden- 
titiiten stattfinden. 

a Findet nun zwischen den pfachen Potenzen und Producten 
_ der 9(A) eine Identitit statt, so heisst dies, geometrisch ge- 


sprochen, es existirt ein gewisses Gebilde a, = 0, das die 
a 
vorgelegte R ganz enthilt und umgekehrt. So giebt es be- 


kanntlich eine und nur eine Fiche zweiter Ordnung, die irgend 
oe 3 
eine gegebene L, enthilt. 


tee: ; d 

~ Jenersei.g == 0, diese px, = 9A) =. 4,A +... a, 

(@ = 0, 1, 2, 3). Setzt man die px, = (A) in a ein, so muss 
der entstehende Ausdruck achten Grades in i identisch ver- 
schwinden, d. h. zwischen den zehn biniiren Formen 9,9,, . « . 


? ... herrscht eine Identitit. Wie findet man diese in ihrer 
Rae roams 


. al . . Cie . 
—einfachsten Form? d. h. wie bestimmt man die Coefficienten 
. 2 0 . : 5 
in a? In diesem Falle erhielte man vnmittelbar neun 


lineare Gleichungen zur eindeutigen Bestimmung der gesuchten 
Coefficienten. 

Es soll aber ein Verfahren angegeben werden, das in der 
That bei Weitem einfacher zum Ziele fihrt, nicht nur in 
diesem, sondern allen ahnlichen Fallen, in denen man meistens 
nicht so unmittelbar, wie eben, zur Lésung gelangen méchte. 
Die Kraft dieses Verfahrens erstreckt sich iiberhaupt tief in 
die Theorie der rationalen Gebilde a: 

Betrachten wir zuvor noch den niichst einfacheren Fall 
ebener rationaler Curven. Bei ihnen tritt der Typus des ange- 
kiindigten Verfahrens am deutlichsten hervor. 
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Die Identitit niederster Ordnung, die hier auftreten kann, — 
ist die eine zwischen den nfachen Produkten und Potenzen der 
(A), die bei Ersetzung der 9,(A) durch die a, in die Gleichung 


der Curve in den Coordinaten a, iibergeht. 


So erhiilt man beispielsweise fiir die R, zebn binire Formen - 


neunter Ordnung und zwischen ihnen eine Identitiit. Dann 
giebt es aber cine eilfte zu allen jenen conjugirte Form gleicher 
Ordnung. Sei diese A,, so stellt dann A, =O das Schnittpunkt 


theorem dritter Ordnung dar. 
Zwischen den vierfachen Produkten und Potenzen der 9,(A) . 


finden dann drei (und somit ow ) Identitiiten statt, die aus der 
obigen durch Multiplication mit w, (mit willkiirlichen w,) her- 


vorgehen. Daher giebt es zu jenen fiinfzehn Formen zwélfter 


Ordnung wieder eine conjugirte etc. wie oben; ete. fiir eme FR, 

Somit ist die Frage nach den im Falle der (allgemeinen) 

R iiberhaupt auftretenden Identitiiten zuriickgefiihrt auf Her- 

stellung ihrer Gleichung in den Coordinaten a, d. h. auf Elimi- 
nation von g und A aus dem gegebenen System 
ex, = 9.(A) (= 0 oe 

Diese Aufgabe als solche ist schon mehrfach® (so na- 

mentlich von Herrn Brill) behandelt worden: hier kommt es 


darauf an, unser allgemeines Verfahren an einem Beispiel zu 
verdeutlichen. 


12. Zu dem Zwecke geniigt wieder das alte Beispiel der R 
ex, = 9A) = a, a +. 
Combinirt man dies System ae dem Peek ‘n zweier Ger saan 
u_= @) = O 
so haben die beiden Gleichungen 


U. = 0 % =0 
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dann und nur dann eine Wurzel gemein, wenn der Punkt (wv) 
: moh 
auf der F, liegt. 
Nun ist nach Bézout ™ die Resultante zweier biniirer 
Formen vierter (n*") Ordnung 
4 3 
4 =arh +arh+...+4, 
rea 3 
(b= bA +52 +... 4, 
in der Form (aus der ihre Combinanteneigenschaft unmittelbar 
erhellt) darstellbar: 


(1) 


Pos Poo Pos Pos 


3 (2)R=Poe Pos = Te ies + Dig Di WO Po | peers 
93 Pog aoe Pra apt oy De, 


Poa Pry Pog P54 
In unserm Fall ist 
(3) a = Us = oe 


a =U. + ua, + u, 4, (Gp Ryel =a.052 Lee) 
gy ) fs = %, ves ae %, Ls oP a or 


mithin nach bekannter Umformung ((wv), = u, ¥, — %, %,) 
(uv), (wr), (wr); %, B  &! 

(5) p,. Sty, Oy a=, a d.=oD =< |2A_A. 
| us oe Le | Bee 158 ie 


da die (wv), den Coordinaten x, des Schnittpunkts (wv) pro- 
portional sind. Durch Einsetzen dieser Werthe der p_. in 

; oe Ae) 
gelangt man nach Abscheidung des I aktors sau der ge- 
_wiinschten Gleichung (resp. Identitiit), die aussagt, wann ein 
Punkt (x) auf der R, liegt d. h. zur Gleichung der Curve in 


Punktcoordinaten. 
Sehen wir weiter zu, wie sich der Ausdruck &, resp. die 
Gleichung Rk = 0 fir die Curven héherer Riume modificirt. 


W. Fr. Meyer, Apolaritat. 2 
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Es wird geniigen, beim niichst héheren Fall, dem Beispiel 


der Rij stehen zu bleiben. 


Die p,, werden jetzt zu: 


ie, Gi aF eae kr + ua Ir oh Fae eres u i be ah as Is Me Onns| 


a. as as os | 


Oa i 0, FY Oy Vn Gays 0,4,, + %, a, +, a oa a... 
M,, U, u, UW, | lu, 0%, a. | 
= be Dp eae ome as I Sy Im =oryAA,=oD,, 
(Ms es a, “ne Mage a, a. Ons 
| 


wenn man die Axencoordinaten (wv), durch die ihnen propor- 
tionalen Strahlencoordinaten (xy), ersetzt; ‘ps = Dowtrde 
die Gleichung der Geraden darstellen, die die beiden Punkte 
A,, A, verbindet. 

R = 0 reprisentirt dann den Complex der Geraden, die 
die Ri, treffen. 

Mit Beniitzung der obigen, leicht zu erweiternden, Be- 
zeichnung spricht sich dann fiir den Fall einer Form F das 


allgemeine Resultat so aus: 
Satz. ,Lisst man in der Bézoutschen Resul- 


tantendeterminante zweier binirer Formen n™ 
Ordnung die p itibergehen in die ihnen propor- 
tionalen 
(7) D,, = wy2.... A, A, 

(wo D., = 0 die Gleichung der Verbindungsgeraden der beiden- 
Punkte A,, A, darstellen wiirde), 

so reprisentirt nunmehr 

(8) R= 0 
alle Lineargebilde (dee): Dimension, die die 


e 
d 
Curve Ri: 


“~ 
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ee oa ket an st ,:.. a, G= 0,1)... 


1 


treffen, oder wenn man will: R=0O ersetzt das 
System der Gleichungen px, = 9A) durch eine 
einzige.* 

13. In entsprechender Weise verfihrt man, wenn man es 
nicht bloss mit einer Resultante R, sondern mit einem ganzen 
System solcher zu thun hat. Als Beispiel wihlen wir hier die 
Ableitung einer der oben besprochenen Identitiiten, und zwar 
fiir den schon hervorgehobenen Fall einer Ri. 


Wir suchen also, geometrisch zu reden, die cine, durch 
eine solche Curve gehende Fliche zweiter Ordnung. 
Soll der Schnittpunkt dreier Ebenen 


(10)4 =0 v9 =0 w,=0 

auf der R;: (11) pa, = 9,(2) 

liegen, so miissen die drei biquadratischen Gleichungen 
(12) Ue = 9 Vo 


eine Wurzel gemein haben. Man hat demnach, wenn drei 


apie t0. es 0 


biquadratische Gleichungen gegeben sind 


a, = aed ee teiiecd 0 


4 3 
(13) 405 OA 8A +...b6,=0 
= oh +ed +... =0 
- diejenige Bedingung zweiten Grades in den (abc) zu suchen, 
die jedenfalls erfiillt sein muss, wenn eine gemeinsame Wurzel 
- vorhanden sein soli. Hier ergiebt sich diese Bedingung sofort 
durch Multiplication der drei Gleichungen 


a, = 0 6, = 0 c, = 0 


mit 2 und Elimination der Potenzen von A aus den so ge- 


wonnenen sechs Gleichungen: 
2% 
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a, a, a, a, a, 0} 
b, 5, , 6, 4, 
Cy C; Cy Cy Cy 
(14)0 = (0 A, U, Uy 
0 b, b, 6, 6, 6 


0 Cy C1 Ge %s © 


oder entwickelt: 


es CS 


4 
; 2 
(15) 0 = Avis Aas a, Avis Ais ep Ay ee se Aves Asa — Bos 
“Fy A vss ore a — as 
Da in unserm Falle der Ri die Ay » by Cc, Zu ersetzen sind 


durch die resp. u_, V_, w_, so ist 
Pee? ? 


U0, Uy, OH, MO eee) Wz Oy Pee oy) 
es Mi s+, 4,, + U4, +4, Gg Gg bs (0, Fone eg] 
re 1, + Uy Dy, HUG AU Diy UG Mi ME ee, 
Re A 


= o la, a. % 4.) =o|vA AA,| =o D 


rst 


wo wieder die (ww), durch die proportionalen , ersetzt sind. 


ee) wiirde die Ebene der drei Punkte A, A,, A, dar- 


Ts 


stellen. - 

Die so umgeformte Gleichung A = 0 ist dann in der That 
die Gleichung der gesuchten Fliiche zweiten Grades resp. wenn 
man fiir die v, wieder die proportionalen ¢,(A) substituirt, die 
gewiinschte Identitat zwischen den zweiten Potenzen und Pro- 
dukten von vier biniren Formen vierten Grades *). 

14. Als ein weiteres Beispiel diene noch das bekannte 


*) Genau in derselben Weise bildet man die Gleichung der einen 
Fliche dritter Ordnung, die durch eine allgemeine rationale Raumecurve 
sechster Ordnung geht 8), 


te iat ee 


Die rationalen Curven. m1 


_ Flichennetz zweiter Ordnung, dessen Individuen simmtlich durch 
eine gegebene Raumcurve dritter Ordnung gehen. Sei diese 


(17) pe, = 9,2) =a, 2 + a,2 +4, 4+, 

so haben wir zuniichst alle Combinanten, zweiten Grades in 
den Coefficienten, von drei biniren Formen dritten Grades 

3 3 3 

&, by, aN 
aufzustellen, die verschwinden, wenn die drei Formen einen 
gemeinsamen Faktor besitzen. Sei dieser « und die drei- 
reihigen Determinanten (abc) mit A, A, 4,, A, bezeichnet, 


so ergiebt die Auflésung der drei Gleichungen 
(oid 00 b. 0s c= 0: 

(19) a:a:a:1=A,:A,:4,:4, 

d. h. es verschwinden alle Kerne der Matrix 
AMIN AN 
: Age as A) | 

daher lautet die Gleichung des Flichennetzes, wenn v,, v,, v, 
drei homogene Parameter bedeuten, und die A, wie im vorigen 
Beispiele in die x A, A, A, | itbergefiihrt sind: 
(20) (A, A, — A’) v,+(A, 4,—A, 4,) 2, + (A, A, — A,) 0, =0. 


Anm, Nach Gordan 9) sind alle Combinanten eines Systems von 


nm biniven Formen n*™ Grades 


nes7niy n 
a) Dx oy 


x 

Invarianten der einen Form n‘®" Grades, ihrer ,Fundamentalcombinante“ 
Q = (ab) (ac) (ad)... (an) (bc) (bd)... (Cp) nea (mn) ax bx. . « Nx 
Man erkennt aus obigem Beispiel, das unmittelbar verallgemeinert werden 
kann, sofort den bekannten Satz: 

»Die Bedingungen dafiir, dass n binire Formen n'® Grades einen 
Faktor gemein haben, sind aequivalent den anderen, dass ihre Fundamental- 
combinante Q n gleiche Wurzeln besitzt.“ 

Eine weittragende Verallgemeinerung dieses Satzes fiir den Fall, dass 
an n biniren Formen m‘*® Grades p Formen r gemeinsame Faktoren 


haben, findet sich in einem spiteren Abschnitt des Werkes, 
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15. Aus diesen Beispielen erhellt der allgemeine Satz, 


3 ss 
dessen Ausspruch fiir rationale Raumeurven (f,) geniigen 
wird: 

Satz. ,Unter all den Bedingungsgleichungen, die statt-— 


oes t 
finden, wenn drei binére Formen n™" Grades 
n n n 
(21) a, by. Cy 
einen gemeinsamen linearen Faktor besitzen, wihle man die 
aus, die nur von den dreireihigen Determinanten (ade),,, =A,, 


t 
abhiingen: ist eine derselben 


(22) R(A) = 0 
und fiihrt man die A ., iiber in die proportionalen 
(23) D,. = |e A, A, A, 
so stellt dann die Gleichung 
(24) R(D)=0 


: : rs 3 ‘ 3 
immer eine Fliiche dar, die die A, 


n es | 
(25) px, = 9A) = a,A + a, +...4, 
ganz enthiilt, resp. die Gleichung 
(26) k(D)=R (\p A, A, A) = 9 

eine Identitiét bestimmten Grades zwischen den ¢,. Das ganze 
System L (D) = 0 repriisentirt somit ein ganzes System von 
Flichen, deren gemeinsamer Schnitt die gegebene Curve ist.“ 

16. Es ist ersichtlich, wie sich der Satz nach drei Rich- 
tungen erweitert; einmal, wenn an Stelle der A, der Reihe 
nach la, YP AoA Ay ®, y, 2, A, A, A, ete. 
treten: andrerseits, wenn sich die Zahl der biniren Formen 
gleichen Grades, die einen gemeinsamen Faktor haben, ver- 
grossert, und endlich, wenn dieser Faktor nicht nur ein 
linearer, sondern von héherer Ordnung: ist. 

Wir kommen spiiter von anderer Seite darauf zuriick: 
hier mége dagegen hervorgehoben werden, in welcher Be- 
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ziehung die explicirte Umformung der Determinanten (ab), 
(abe) ete. zw dem bekannten Hesse-Clebsch’schen 
Uebertragungsprincipe steht. Dieses lautet in seiner | 
einfachsten Form (vgl. z. B. die Darstellung in den Vor- 
lesungen iiber Geometrie von Clebsch-Lindemann) , wenn 
wir zum bequemeren Anschluss an das Obige die zur gewohn- 
lichen dualistische Formulirung wihlen: 

,voll in einer Ebene von einem Punkte an eine Curve 
n* Classe eine Tangentengruppe mit einer besondern pro- 
jektivischen Higenschaft gehen, so erhiilt man die Gleichung 
fiir den Ort dieses Punktes auf die Weise: Man stelle die 


Tnvariante der biniren Form n” Ordnung, deren Ver- 


schwinden die geforderte Higenschaft aussagt, symbolisch dar 
und ersetze jede in ihr. vorkommende Determinante (ab) durch 
eine dreigledrige (abx), wo die x die Coordinaten des Punktes 
und die a, b,...Symbole der gegebenen terniren Form oder 
wie man auch sagen kann, die Coordinaten eines Punktes be- 
deuten, der nfach geziihlt, die gegebene Classencurve symbo- 
lisch reprisentirt.* 

Die Erweiterung dieses Prinzipes besteht dann einmal 
darin, dass man die Determinanten (ab) der Reihe nach tiber- 
fiihrt in (abz) (abary) (abxyz) ete.; andrerseits von den In- 
varianten ternirer, quaternirer etc. Formen ausgeht, die als 
symbolische Aggregate von Determinanten (abc) (abcd) ete. 
auftreten. 

Nun ist offenbar die angegebene Rinderung dieser 
Determinanten (ab) (abc) (abcd) ete. genau dieselbe wie 
bei unseren Betrachtungen, nur dass diese Determinanten keine 
symbolischen sind, sondern real aus den Coefficianten der ge- 
gebenen biniren (terniren etc.) Formen gebildet sind. 

Nimmt man den Gordan’schen ™ Satz zu Hiilfe, dass 
alle Combinanten eines Systemes von m biniiren (terniiren etc.) 
Formen gleicher Ordnung (d. h. diejenigen simultanen In- 
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varianten des Systemes, die sich bei Ersetzung der urspriing- 


lichen Formen durch lineare Combinationen derselben nur um — 


einen Faktor iindern) ganze Funktionen der aus den Coef- 
4 . . t Pi 

ficienten zu bildenden Determinanten m Ordnung sind, so 

kann man unser Princip im einfachsten Falle so ausdriicken: 

. ma =* e . 2 . 

. Ein Strahlbiischel, der eine ebene rationale Curve F, in 


einer solchen Schaar (Involution) von Punktgruppen trifft, 
dass je zwei von ihnen in einer und derselben, vorge- 
gebenen, projektivischen Beziehung zu einander stehen, heisse 


yeinin Bezug auf die RK zu sich selbst conjugirter 
Strahlbischel*. 
Die Gleichung fiir den Ort der Biischelspitze erhilt 


man so: ,Sei die ite dargestellt durch, 
(27) px, =9,Q)=a,% +a,% +...4, G@=1,2,3)) 


; Ree = : ig ten 
so bilde man fiir irgend zwei biniire Formen n Grades (etwa 


zwei der 9, selbst) die Combinante, deren Verschwinden aus- 


sagt, dass die beiden Formen in der vorgegebenen Beziehung 
zu einandcr stehen, und ersetze jede Coefficientendeterminante 
(A, A,) durch @ A, A,|, wo die ~ Coordinaten des Punktes 


und die A,, A, *) die resp. Verticalcoefficienten der drei 9, 


sind, “ 


Daraus ergiebt sich die Formulirung des Prinzipes fiir den 
allgemeinsten Fall von selbst. 


. 


Man bemerkt, dass in den oben gegebenen Anwendungen 
des Prinzips nur von der projektivischen Beziehung Gebrauch 
gemacht ist, dass die beiden Punktgruppen einen Punkt ge- 
meinsam haben. 


*) Fasst man diese als Coordinaten von Punkten auf, wie es 


Shed 

rea ed 

' pert ale 
Ee 


bereits oben geschehen, und spiiter noch weiter verfolgt werden soll, so — . 


tritt die Analogie des Prinzipes mit dem Hesse-Clebsch’schen noch mehr 
hervor, Dasselbe gilt fiir das erweiterte Prinzip, 
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Ausgedehntere Anwendungen ergeben sich zur Geniige 
im Laufe der Entwicklung: nur ein einfaches und sehr be- 
kanntes Beispiel diene vorliufig zur Illustration des Gesagten. 


17. Die einfachste Combinant-Invariante zweier cubischer 


biniirer Formen (28) diy) by ist 


1 
(29) (ab)? — (ab), =e By (ab), 
Thr Verschwinden bedingt die Apoloritiit beider Formen. 


Somit giebt es fiir eine R, 


(30) px, = a, pele a, eee a, r+ a, 
eine invariante Gerade 
pt 1 
(31) A,, — A a Ans: aay jw A, A, =a) 


a ae 


. der Ort der Punkte, deren Strahlbiischel Punktgruppen aus- 
schneiden, die zu einander apolar sind. Der Schnitt dieser 
Geraden mit der Curve wird bestimmt durch die Gleichung: 


A A 
(82) —2 oo Ht Aios 4 P Aggs A — ra =0 


deren Wurzeln die Argumente der drei Wendepunkte *) sind, 


Bei der Erweiterung des Verfahrens auf den Raum er- 
hilt man 12): durch jeden Punkt im Raume geht eine Ebene 
(Strahlbiischel), die die Osculationspunkte der drei vom ge- 
gebenen Punkte an eine feste Raumcurve dritter Ordnung 


*) Dies ergibt sich auch unmittelbar aus dem bekannten 13) Satze, dass, 
wenn von zwei zu einander apolaren, bin’ren Formen n'*? Ordnung die 
eine eine n° Potenz ist, = (A—«)", so ist (A—a) ein Faktor der andern. 

Daraus folgt fiir unsern Fall, dass, wenn sich in der Involution 
a + vb, eine Potenz Q—o)° befindet, alle Formen des Systems den 
Faktor (A—a) gemeinsam haben. Daher miissen die Schnittpunkte unserer 
invarianten Geraden mit der Re zugleich ihre Schnittpunkte mit den 


Wendetangenten sein, d, h, die Wendepunkte selber. 
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gehenden Osculationsebenen enthilt (das Mébius’sche Null- 
system). Ist die Curve dargestellt durch — 

(33) px, = a, yeah a, M+ a, + a, 
so ist das System dargestellt durch: 
(34) la y A, A, — : wy A, A, = 0 oder entwickelt nach 
den Liniencoordinaten p,, : 

| | 

(35) Xp, % 43 ‘= 1 Xp |i Ay 


| | Q ik | 
ones G3! 3 geek a9! 


oder in abgekiirzter Bezeichnung: (36) Xp,, (9, °..) 
1 : 
=r {(im),, a (Im), =.0) (0k, t, maa, 253,143 


§. 8 
Weitere Entwicklung des linearen Schnittpunkttheorems mit - 
Hiilfe des Satzes ®,,, = |,(A,) 9(A) - - - 9(Au)| = Du) Anu 
(fanatic pag 1h 
18. Dieser Satz behauptet die Zerlegbarkeit der Deter- 
minante der , wo wieder 


(1) 9,Q) =a, @ +a, *+...+4, 


in zwei Faktoren, deren ‘einer D(A) das Differenzenprodukt 


der p Argumente 2, ist, der andere A gleich der (n+-1)- 


reihigen Determinante 


Mo a, ai as Cin, Wiju 4 Gijy 4-29 * Jere ae 
COSA Mela AES Me, en 419% a9 > + + Mea 
| 
coe {Sephari ee : ‘s : i 
gi tip Cet Fee enn 
Hy % eM 1% O .. «0 
0 0 m1 -% a My %, O...0 
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in der die % durch die Gleichung bestimmt sind: 
8) GA) aa Ha PO ...4, = 44(A2,)(A—2,).- A—Ay) 


Dass ® das Differenzenprodukt D(A) als Faktor enthiilt, 
erhellt sofort daraus, dass ® verschwindet, sobald zwei der i, 


einander gleich werden. Dass der zweite Faktor A in obige 
Form gebracht werden kann, hat Garbieri 14) nachgewiesen. 

Wir wollen dies Resultat auf einem andern, héchst ein- 
fachen Wege nachweisen, der zugleich fiir die weiteren Ent- 
wicklungen iiusserst fruchtbar ist. 

Die Methode des Beweises wird hinlinglich an unserem 
alten Beispiele klar, fiir das yw = 38, n= Aist. Wir knipfen 
zu dem Zwecke wieder an die Entwicklungen des §. 2 an, 

Zuniichst ist 

(4) ®,,= 9,0) 2A) o0)) @= 12,3) 
die linke Seite der Bedingungsgleichung, die aussagt, dass 
drei Punkte mit den Argumenten 


Ay Ag Xy der Ri: (5) pa, = 9) =a, +a, +... ay 
auf einer Geraden liegen. 

In §.2 wurde die Bedingung aufgesucht, dass vier 
Punkte der #?: 2,, 2,, A,, A, auf einer Geraden liegen. Dies 
fiihrte auf die Aufgabe, aus den Gleichungen 

(6) ps, (—1)¥ = u, a, + 4, 4, + % %, hn 3 E 5 
e und die w zu eliminiren. Hierbei waren die s_ die elementar- 
symmetrischen Funktionen der A. 

Soll dagegen jetzt die gesuchte Bedingung die sein, dass 


drei Punkte 2, 2, A, in gerader Linie liegen, so haben wir 
aus demselben Gleichungssystem nebst g und den w noch A, 
zu eliminiren. Zu dem Zweck hat man die s, durch A, und 
die elementarsymmetrischen Funktionen o, der drei Argumente 


yy Ay A; auszudriicken. ,Dies kann aber geschehen, 
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ehe man p und die w eliminirt hat oder auch 
nachher. Sogelangt man zu zwei verschiedenen 
Formen der gesuchten Bedingung und somit auch 
zu zwei Formen fiirden FactorA, deren eine die 
Garbieri’sche ist, deren andere aber in engstem 
Zusammenhange mit den Gordan’schen Betrach- 
tungen itiber Combinanten steht.‘ 


§. 9. 
Erste Form des Faktors A. 


19. Die s_ driicken sich, wie man sich leicht iiberzeugt 


(der allgemeine Beweis fiir derartige Zerlegungen folgt weiter 
unten) folgendermassen durch die o. und h, aus: 


of crane pat col Ho, ft 
=a 


§,=5,+5,A, |= 
(1) Sea etn 

$19, 4 Gea, 

= 0 +9,4, 


Setzt man dies in das Gleichungssystem 

(2) ps. (—1) = 4% 4, + &, + % %, 

ein, so kann man sofort die homogenen Variabeln 
P, PA, U, Uy, %, 

eliminiren, Ersetzt man im Eliminationsresultat die o, wieder 
durch die Coefficienten des Ausdrucks 

3 2 , 
(3) %, A + aA + a, A+ aw, — a, (A—A,) (A—A,) (A—-A,) 
so werden die abwechselnden Vorzeichen, die vom Faktor 


(—1) herrithrten, aufgehoben und man erhiilt die gesuchte 
Bedingung in der Form: 


/ 
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Mey Mey Ue Meg Neg 


(4) 0 =a, a, a, a, |= A’ 


0 13 14 4,3 


H, A, A O 


NOEs eet Ana Ae 

Nun ist 
(5) ®.,= D(A) As = (A, — A) Ay — Ag) As —A,) A,,=9 
dieselbe Bedingung; da aber A’,, im Falle des Gleich- 
werdens zweier 4 nicht verschwindet, 30 ist 

(6) AS as UAT 

wo der Faktor C noch zu bestimmen ist. 

Sowohl ne als A, , sind vom zweiten Grade in den ,,A,, A,, 
so dass der Faktor C von diesen unabhiingig ist. 

Ferner sind beide vom ersten Grade in den Coefficienten 
der 9,(A); mithin hangt C auch von diesen nicht ab. 

Entwickelt man endlich ae nach den dreireihigen Deter- 
minanten, die man aus den Coefficienten der 9,(A) bilden kann, 
so ist z. B. der Faktor von 


| 
a, G, Ob 


i3 i4 
(7) iA = (ens Mee die Determinante 
Gig Figs Oy) 
2 52 352/ 
De A, 
(8) Ay Ag Ag) = — Cr — 22) Oa = 44) ASAD = — D(a) 
feeds 1 
d. h. der Faktor von AP in Ay istia> SUE] * 
Entwickelt man ebenso A’,,, so ergiebt sich als Faktor 
von ne. , 
Oot 
@ 0 a a “o 


bs 7 
demnach ist (10) — pitas = Ag, also 
5 0 
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(11) ®,, =| A) 9,0.) 9,0) | = — PAA, 
Man hat daher nur immer darauf zu achten, dass das Dif- 
ferenzenprodukt das richtige Vorzeichen erhiilt. 

20. Es ist nun noch zu zeigen, wie sich diese Betracht- 
ungen fiir den allgemeinen Fall der Zerlegung von On. in 
D(A) Any erweitern. 

Was zuniichst die Umformung der s, betrifft, so zerlege 
man jetzt die n Argumente A, A, .. . A, in zwei Gruppen 
AM AS stra cA 


(12) ‘ 


pep report Ay 
von w resp. (x—p) Argumenten und bilde in beiden die be- 
ziiglichen elementarsymmetrischen Funktionen 


Sp sede ed ine 


UT Te T 


(13) 
np 

dann gilt die allgemeine Formel »): 

(V4) 21S, (= ton toy, aa Fy Dog ee Tap, Sk—(n—py 
wo nur zu beachten ist, dass fiir alle o, deren Index negativ 
wird, der Werth 0 einzusetzen ist. 

Angenommen, diese Formel sei erwiesen, so setze man 
diese Werthe der s, (fk = 0,1, 2...) in das Gleichungs- 


system 
k 
ie rik. Bi 
(15) ps, (—1) = 4,4, + Ue. Uy Oy 
ein und eliminire die Gréssen 
PT» PTy e+» Troy Uyy Myy oss Uys 


Ersetzt man dann im Eliminationsresultat die o durch die 
Coefficienten der Form 


(16) $) =a, r* 40,0 "4... tw, 
so ergiebt sich die Gleichung 
(17) A’, = 9 


Jetzt schliesst man weiter, wie oben : 


ad 
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A‘, und Any = my sind vom Grade n+ 1—p in den 
p Argumenten A und vom ersten in den w-reihigen Deter- 
minanten der Coefficienten der g,(A). Der Faktor C, um den 
sich Any und Ay unterscheiden wird daher bestimmt, indem 


man zwei entsprechende Glieder aufsucht, z. B. die beiden con- 


1 
stanten Glieder. Er ergiebt sich gleich + resp. — 


nt 1p 
0 
so dass schliesslich 
(18) ®,,, = + Da) Any 
Man kann das doppelte Vorzeichen vermeiden, wenn man 


_ D(A) gleich der Determinante 


pat p—1 p—l 
x » ee x 
u—2 
rN ease 
(19) 
| . 
Pal Daw anor t 1 
nimmt, so dass es immer dasselbe Vorzeichen erhilt wie das Glied 
(SOs teehee ng ke | 
und zugieich Any in der Form schreibt: 
Ce See Oly Orne Ow eee 0) 
0 a a, G1 my O. 0 
* Ops Gt SCF 5022 one 4. en. 0. . 0: 
(21) Any = Fader e 
lg Tia Ug os nae are a. 
CLG We Uo ik eis be a, 


dann ist immer 


(22) ®,, = + D@)Ang 


32 Die rationalen Curven. 


21. Es eriibrigt noch der Beweis der Beziehung: 
(14) s. = to +1, 0,44, G+ tk -) Tey Sn ogy 
s, ist ganz und linear, sowie symmetrisch in den Ar- 


gumenten der Gruppe (A, A,...A,), wie in denen der andern 


), 
(Apart Xu +2-+..-A)) ist daher cat einem bekannten Satze 
als ganze lineare Funktion der elementarsymmetrischen Funk- 
tionen jeder der beiden Gruppen darstellbar: d. h. 5, ist eine 
ganze bilineare Funktion der og und t. Andrerseits ist s, vom 
Gewichte kd. h. jedes Glied von s, besteht aus / Faktoren A. 
Dasselbe Gewicht muss jeder Summand o, tg der bilinearen 


Funktion besitzen, d. h. « + Bist = & und man erhilt so 
zuniichst: 


(15) _.s, = 8, t):0, +2-8,.t; ona ts Baty Te Oe aac 
wo die 8 noch zu bestimmende Zahlenfaktoren sind. 

Irgend ein Glied des Summanden o, t,_, kann in keinem 
andern Summanden a, t,_, auftreten, da es ja gerade « Fak- 
toren i aus der ersten Gruppe enthiilt. 

Andrerseits kann dasselbe aber iiberhaupt nur einmal in 
s, also auch in o, tj» auftreten, so dass Bh, , = 1 d. h. alle 
Bx» sind = 1, deren zugehorige Faktoren o, t,_, iiberhaupt 
Glieder von s, enthalten. 

Ausgeschlossen sind erstens die, wo der Index k—ae 
grésser als kd. h. wo « negativ ist; diese kénnen tiberhaupt 
nicht auftreten, d. h. ihr Coefficient 8 ist = 0. ; 

Dasselbe gilt von den Summanden o, 1,_,, fiir die « 
grosser als p ist d. h. fiir die /—a@ kleiner als k—yp ist. 

Demnach ist 

(14) s, = 196, -+1,9, >... Pye Oe Gy 
unter der Festsetzung, dass alle o mit einem Index, der grosser 
als » oder kleiner als O ist, gleich 0 zu setzen sind. 
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S10: 
Zweite Form des Faktors A. 
22. Auch diese wollen wir erst an unserem Beispiel der 
R, darlegen. Wir werden also aus dem Gleichungssystem 


eee. (ig =i 0 ol eS 
©) ps. (—1) =U, a. + U, G+ Uy a, ae. = 1,2, 3 


die uw nebst 9 eliminiren, im Resultate die s, durch die o, 
(v= 0, 1, 2, 3) und, ausdriicken, und endlich aus den so 
gewonnenen Gleichungen wieder i, eliminiren. 

Die erste Elimination fiihrt nach §.3 zum linearen Schnitt- 
punkttheorem der a 
: Speer noe te ee, S10 

eo b. aap sectcbiis ot, ie ae 


wo die (ab). den aus den Coefficienten der (A) gebildeten 
Determinanten A, proportional sind. 


Die Ersetzung der s, durch o, und A, in a, = 0, 6, =0, 
» verbunden mit der Elimination von A, liefert als Bedingung, 
é dass drei Punkte 1, A, A, der R, auf gerader Linie liegen, (3) 
a, d+ 4,5, +4, 0, + 4, 9,, Bp re Me Ocha Me oh Fe 
a meme hs Goof 0.9, bi o5--b,0,4- 0,0, -F bay 
Man iiberzeugt sich leicht, dass die linke Seite dieser 
Gleichung mit der Form A, , identisch ist, abgesehen von dem 
Proportionalititsfaktor, um den sich die (ab), und A, unter- 


scheiden. 
Fiihrt man die ersten Differentialquotienten der Formen 


m =a,p +4a, Ay +... +4 VS 
ark, Mee ae bg 
und bezeichnet sie mit f,, fy, 1) P_» 80 ist z. B. 


W. Fr. Meyer, Apolaritat. 
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ie st i Argu- 
nt, 5, + a, 5, + a, 5, + a, 9,* die nach den drei Arg 


menten A,, A, ae polarisirte Form f,, oder was dasselbe ist 


(cf. §. 5) gleich © = a a) wo 
2 
()paat =a,02) 1) O-A=a fa karte, 
: oe 3 
und (f, a, die dritte Uberschiebung der Formen /, und a, 


reprasentirt. 


Daher ist, wenn Ain = (ab),, (Gio Agy 
) 


% a a, a. 


0 

Oye ok S08 eae 3 3 
yp) ts) oY GO| _ Ade @reiay 
= 1A, %, Fin Gy Ay) = e GeaRncany are 
eS Oi, OO: “0 (@,¥) (?,%) 3() 

kO “kl k3 k4 , | ; 

Ay ws e Ay, Os 


Es mége hier, ehe wir zum analogen Ausdruck fiir AL 


iibergehen, eine Bemerkung Platz finden, die spiter von Nutzen 
sein wird. 

Wir gelangten zu beiden Formen von A, = mit Hilfe der 
Zerlegungen : 


ei noe e136) 
$=" == 5, 19, Are 
(7) p= Pi aC dp 
ae eee ear «kay YP CT . 
$5, 19) 4, Ae 


Fithren wir die angedeutete Multiplication aus, so kommt 
(8) (5, — sR pt skp —s Quit sp) 
d (4, pore oF yan Oe aye me Oh uw) 
ert H(o, A — 9, Nuts, Mu — 9, 1) 
eee 5, pangs, ok Sens L) A al 
= 5 40) RA, 
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- Fassen wir hier 2, als beweglich auf, so stellt dies die 
linke Seite einer Involution vierten Grades mit der festen 


cubischen Form W(A) dar. Bezeichnet man als Coefficienten 
einer biniiren Involution 


ay +k by, 
die Determinanten (ab)... (von denen allein ja alle invarianten 


Kigenschaften der Involution abhiingen), so erkennt man durch 
die Entwicklung von A,, nach den A, resp. (ab), den Satz: 
, mn ik 


,»Die Bedingung, dass drei Punkte einer Ri 
dA yA, (Wurzeln der Gleichung $(A) = 0) auf einer 
Geraden liegen, lisst sich in die Form bringen: 


(9) O= A, = 3, Py (46) = 2 Pie Alam = 9 


Imn 
wo die p, die Coefficienten einer Involution 
vierten Grades mit gemeinsamer cubischer Form 
(A) sind.* 
23. Gehen wir jetzt zum allgemeinen Fall iiber, so haben 


wir im linearen Schnittpunkttheorem einer Ron 
(10) px, = (0) =a.% +a, +...a, G=1,..p) 
das aus (n + 1 — p) Gleichungen 
Gy =, 0G =e Ope er. (ee Lee 
besteht, die n—p, Argumente 

Pe Sire Ak re, 


wit Ap 2 ‘i 
zu eliminiren. 
Mit Hilfe der Relationen (cf. Nr. 21) 

Pee mere Cr Open t, Oe ec la nian ieee Oued i) 

geht eine Form 
CB)? te Sale a 8, sO, 8, 

iiber in: 
(14) t; (a, 9, + 4, 6, + 4 9, + - “by 9.) 
H+ 4, (4, 5) + % F + % 9 + M41 3.) 


3% 
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a Taw (Gn—y, 6, -+ On—y-+1 9, ae An—y+2 Ty +...+a nou) 
oder nach den o geordnet in: 

G, (4 tT + 4, t, + at,  -.. + Gay Ty) 
F.9, (6,05 i Gy.ty b OG Ty Ae Ps Oar a a) 


= oy, (a, 7 0 AE Oy 17, a Ay+e Tt ae reds a, Tru.) 
Die Klammercoefficienten sind die nach » Argumenten 
Ay Ay ++ Ay polarisirten u"" Differentialquotienten von ay, resp. 


die nach (n—) Argumenten polarisirten (n—)"" Differential- 
quotienten von a) oder auch, wenn diese Argumente als 


Wurzeln der Formen ) — « "resp. X= oe “ betrachtet werden, 


ten 


die p" resp. (n—p)"" Ueberschiebungen der beziiglichen Dif- 
ferenzialquotienten tiber diese beiden Formen. 
‘Bezeichnet man die »" Differentialquotienten von 
Ary. hey: eae) i 

G) == if mit fo» ty fo VQ e es 

entsprechend die der andern Bs 
n=fp X=fy-- +1) =A 

so ergiebt sich durch sath der t bei Beniitzung der 
ersten Entwicklung einer Form .: 


(d)0= Fd) ADEE) «2 Py) G0, 1,..n—p) 


und man hat wie oben 
n -p.) 
(18) A= gaia GOS AY. Po 


PAD % a e+ PQ,) | 
ate DQ) 
Ferner ergiebt sich, wie oben: (17) 
Aip =0=d p A 
fo fads se inp jo tude inp, | inp in pg ny 
wo die A die Determinantencoefficienten der Gruppe | 


(18) uw. , (A) + w, Py (A) +... Us Pu (A) 


Die rationalen Curven. | Bit 


und die p die entsprechenden Coefficienten der Gruppe 
(19) by {v, Yo Be er vi ate Shee Lars Yn—p. \, ; 
wo die v (wie die «) willkiirliche Parameter und die y be- 
hebige biniire Formen (n—)"" Grades vorstellen. 
Nach dem Grassmann’schen Satze kann man wieder statt 
der A die entsprechenden Determinanten der Schnittpunkt- 


theoremgruppe 
: (20) a, Ua Cie (n-+-1—p). 


_ substituiren. 


S21: 
Zusammenhang der zweiten Form von 
0 1 } me rf 
Ane =O GOs. Pay 


mit den Gordan’schen Untersuchungen iiber Combinanten. 


24, -Gordan’s 1% erster Satz tiber Combinanten bindrer 
-Formen (auf die wir uns hier beschriinken) lautet ; 
»Hine jede Combinante einer Anzahlbinirer 


Formenn. Grades: 
(1) 9A), P(A), - +» Py) | 
ist eine Invariante der biniren Form von uw Variabeln 
(2) Pay = 9,0); % Ay) +19, Ay) @ = 1,2... p) 
(undist folglich eine ganze Funktion der p-reih- 
igen Determinantencoefficientender 9).* Der 


umgekehrie Satz gilt selbstverstindlich, da ®,,, resp. Any, 
selbst eine Combinante der ¢(A) ist, ‘also auch jede Invariante 
von ® resp. A eine Combinante der g(A). Es lisst sich ®,,, ein- 
facher durch Anu ersetzen, wo 


(3) ®,, = DyQ Any 


Der geometrische Sinn dieses Satzes ist sehr einfach, 
wir wollen ihn wieder zunichst fiir den Fall » = 3 erlautern. 
Dann stellen alle Combinanten der drei Formen ¢.(A), = 0 
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gesetzt, geometrische Eigenschaften resp. Gebilde dar, die 
zur Curve 

(4) pa, = 9,00) 
in projektivisch unzerstérbarer Beziehung stehen. 

Die letztere ist aber dadurch véllig charakterisirt, dass 
sowohl die Punkte der Ebene, als die Geraden derselben ein- 
ander eindeutig zugeordnet sind. Das letztere findet aber 
statt, wenn irgend drei Punkten auf gerader Linie andere drei 
Punkte in gerader Linie entsprechen. 

Daher hiingen alle projektivisch unzerstérbaren Higen- 
schaften der R allein von der Bedingung ab, die aussagt, 
wann drei Punkte derselben in gerader Linie liegen d. h. von 


der Gleichung 
(5) ®n, = 0 resp. An, = 0 


ab. Genau das Analoge gilt offenbar von der ese: nur dass 
statt der Geraden hier ein Lineargebilde 
U =U, + 4, HS + u, %, = 0 

an die Stelle tritt. 

25. Fir Any sind beide, von uns abgeleitete Formen 
zulissig, wir fassen jetzt die zweite in’s Auge. | 

Der zweite Gordan’sche Satz !9 lautet: 

»Hine jede Combinante vony biniren Formen 
n* Ordnung 

(6) (A), P(A), «+ - Puld) 

ist eine Invariante der biniren Form mit (n—p-+-1) 
» Variabeln 


yen ey anes (7) 


Bay = Px Os ax) OO ye | GST Qn.) 


wo x(A) a %(A—A,) (A—),) OLA (AA + 1); 


ferner og der (p—I)te Differentialquotient von 


P(A, #) ist, (t—r)mal nach A, (r—1)mal nach p ge - 


nommen, 


aS 
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und (ox) "die (n—p+1)” Ueberschiebung der 
Formen gy, und x darstellt.¢ 

Bode ist hier evidenter Weise eine Combinante der 
oA), also umgekehrt auch jede Invariante von Bae eine Com- 
binante der ¢(A).“ 

26. Dieser zweite Gordan’sche Satz leitet sich aber ohne 
Miihe aus dem ersten mit Hiilfe der friiheren Betrachtungen 
tiber die Reciprocitat des Schnittpunkttheorems (§. 4) und der 
zweiten Form von A,,,, ab. 

Der Inhalt jener Reciprocitiit lasst sich mit Riicksicht 
auf die Ableitung dieser Form von Any, kurz so aussprechen : 


: : ee) 1 ,(n—.) | 
gPicHorm As. =f Wh ys Go 
verhaltsichzur Gruppe derg (k= 1,...p) gerade 


so wie die Form 


Ban = ends” on ee | 
zur Grauppecder f,.(¢—:0,1, .:. m—p).4 

(Dabei sind die f die Schnittpunktformen der 9, und um- 
gekehrt.) 

Nun ist zu Folge des ersten Gordan’schen Satzes jede 
Combinante der » Formen ¢ eine Invariante von A,,, (zweite 


(n—p+1) 


Form), also auch evidenter Weise eine Combinante der 
(n-+-1—w) Formen f, mithin unter nochmaliger Anwendung 
des ersten Gordan’schen Satzes eine Invariante von Bau: Dies 
ist aber der zweite Gordan’sche Satz. 

Mit Weglassung der Zwischenformen A,,, resp. B,,, 
kénnen wir demnach den Inhalt beider Hauptsiitze so zu- 
sammenfassen : 

,Jede Combinante der p Formen ¢ ist eine 
Combinante der (n+1—p) Schnittpunktformen f 
und umgekehrt *).¢ 


*) vel. die historische Bemerkung der Einleitung. 
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‘ 


Man wird daher mit Vortheil immer die Form A,,,, resp. 
B 
Formen gebildet ist. 


n, 2a Grunde legen, die aus der kleineren Anzahl von 


Um diese Siitze auf die rationalen Curven anwenden zu 
kénnen, geniigen einige Bemerkungen. 

Eine jede solche Curve lisst sich bekanntlich immer ein- 
deutig, Punkt fiir Punkt auf eine Gerade abbilden und die 
Darstellungsfunktionen ¢(A) lassen sich nach Liiroth '*) immer 
in eine solche Form bringen, dass jedem Punkt der Curve 
resp. Geraden immer nur ein Argument A zugehért. (Hs 
werden uns weiterhin noch Beispiele solcher Umformungen 
begegnen.) 


‘ a 
Daher ist eine jede nicht zerfallende rationale Curve FR, 


als Interpretationsgebiet der Invariantentheorie binirer Formen 
zuliissig. Dann sind offenbar die simultanen Invarianten und 
Covarianten der dargestellten Formen unabhiingig von einer 
Collineation des Raumes, in dem sich die rationale Curve be- 
findet. 

Wie weit aber umgekehrt alle Higenschaften der ratio- 
nalen Curve, die bei Collineationen des beziiglichen Raumes 
invariant bleiben, von den Invarianten binirer Formen ab- 
hiingen und was fiir specielle Raumcollineationen mit den 
linearen Transformationen auf rationalen Curven verknitpft 
sind, diese allgemeine Frage mige verschoben bleiben, bis 
erst ein hinreichendes Material gewonnen ist, das diesen ab- 
strakten Untersuchungen eine concrete Unterlage gewiihren soll. 

Vor allem soll erst das wichtigste Hiilfsmittel des Fol- 
genden, die Theorie der Normeurven, in kurzen Ziigen, nur 
soweit es erforderlich, abgehandelt werden; dabei wird sich 
schon, und dies allmiihlich in steigendem Masse der grosse 
Nutzen herausstellen, den der Gebrauch der in diesem Capitel 
erdrterten Prinzipien und Siitze, vor allem des letzten gewiihrt 
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- In den einzelnen Fallen wird sich auch die eben aufgeworfene 
Frage leichter tibersehen und beantworten lassen. 

Den Abschluss dieses Capitels bilde ein Satz, der einen 
unmittelbaren Ausfluss des letzten Satzes bildet, und der zwar 
implicite schon in den Untersuchungen der friiheren Para- 
graphen enthalten ist, jedoch noch nicht mit der néthigen 
Schirfe betont ist und der kurz so ausgesprochen werden 
kann (mit der Beschriinkung auf binire Formen, wenn dies 
auch nicht erforderlich ist) : 

,»Die Funktionaldeterminanten conjugirter 
Gruppen binairer Formen sind dieselben.é 

In der That gehen wir wieder von der R. aus: 

(o— 9,0) C=0.2. da +... a, 
mit den Schnittpunktsrelationen 
Cian 0, co era Oars ea, = 0 
so folgt zunichst aus dem Friiheren augenblicklich, dass die 
Forderung, es sollenn benachbarte Punkte A der Curve 


sich auf einem Lineargebilde d° Stufe befinden , so viel 

Lésungen d zulisst, als die Funktionaldeterminante der Formen: 
Air A%opr + ++ Sar 

Wurzeln hat. 

Andererseits erhilt man diese Forderung auch im Ver- 
schwinden der Determinante der (A) ausgedriickt, wenn man 
in den einzelnen Columnen derselben fiir 1 die Werthe setzt 

A, ALAA, ALLdA+a2r’ ete. . 

Diese geht aber, wie z. B. Clebsch") éfters an einzelnen Fiillen 
nachgewiesen hat, mittelst der gleichen Methode, indem man 
nur noch nebst den gewéhnlichen Umformungen von Deter- 
minanten solcher Art den Euler’schen Satz iiber die Darstellung 
binarer Formen mittelst ihrer (nach zwei homogenen Variabeln) 
genommenen Differentialquotienten wiederholt anwendet, in 
die Funktionaldeterminante der Formen ¢,(A) tiber. 
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Beide Funktionaldeterminanten sind vom Grade (d--1) (n—d) 
in 4 und vom ersten in den Determinanten der a resp. a, die 
nach §. 1 proportional sind. Also unterscheiden sich beide nur 
noch um einen unwesentlichen Faktor, den man meistens der 
Bequemlichkeit wegen gleich 1 setzen darf. 

Dieser einfache Satz ist namentlich einer der kraftigsten 
Hebel zur Erforschung geometrischer Wahrheiten mittelst — 
algebraischer Behandlung, wie sich des Weiteren zur Geniige 


ergeben wird. 


Capitel IL. 
Die Reye’sche Apolaritaét und die Normcurven. 


Abschnitt I. 
Die Normcurven (speziell der Ebene und des Raumes). 


§. 12. 
Der Normkegelschnitt der Ebene. 
28. Wenn auch dieser Abschnitt mancherlei Bekanntes?) 
enthalten wird, so fehlt, so viel ich weiss, doch eine systema- 
tische Zusammenstellung der Haupt-Siitze dieser Theorie, die 
bezweckt, die Bestimmung der Lage der Punkte (Geraden, 
Ebenen, iiberhaupt Lineargebilde) in der Ebene, im Raume 
(und héheren Mannigfaltigkeiten) von fest gedachten Curven 
(dem Normkegelschnitt der Ebene, der cubischen Normcurve 


des Raumes, allgemein der rationalen Normeurve n Ord- 
nung im Raume von » Dimensionen) abhiingig zu machen. 
Und zwar erweist es sich weiterhin im Laufe der Unter- 
suchungen als héchst vortheilhaft, diese Normcuryen nicht 
ganz beliebig zu wihlen, sondern sie gewissen (Apolaritiits-) 
Bedingungen zu unterwerfen, iihnlich wie man die gewohn- 
lichen Coordinatensysteme den gerade vorliegenden Aufgaben 
gemiiss méglichst bequem einrichtet. Es wird im Folgenden 
wesentlich auf eine geschickte Bezeichnungsweise ankommen. 
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- 29. Wir denken uns in der Ebene ein festes Dreieckscoor- 
dinatensystem und bezeichnen als Normkegelschnitt (N,) 


A)ipe. = ee ex, = 2), px, = 1, 
wo (¢ ein beliebiger Faktor und) d ein variabler Parameter ist. 
(cf. Salmon- Fiedler, Kegelschnitte. Art. 305.) 

Die gewohnliche Gleichungsform wird dann unmittelbar 


(2) 4a, v, — x1 =0. 
Umgekehrt kann bekanntlich *) ein beliebiger (nicht zer- 


*) Man sicht dies auch aus der allgemeinsten Parameterdarstellung des 
Kegelschnitts, der jeder (nicht zerfallende) Kegelschnitt yermége seiner 
projektivischen Erzeugung fahig ist: 

0t; = Ary hee a, 4+ a. i = 9, 1, 2), 
indem man auf die Punkte der Ebene eine Lineartransformation anwendet, 
deren Coefficienten die resp. Unterdeterminanten des Systems der a sind. 
Dann ergiebt sich auch sofort riickwirts mit Riticksicht auf die Gleich- 


ungen (1 und 2) als Gleichung dieses Kegelschnitts in den alten Coordinaten x: 


} | | 

een iee st i as Wea oat Fi sg Mp1? 
Owes Eee Ope Oe meni Gc iLO Tame kO ls peqrativkce = kale Sip 

lee oS aie la Git 10 eC eh) 


Dies kann man auch noch auf eine zweite Art sehr Icicht ab- 
leiten, dic auch bei 4hnlichen Elimininationsaufgaben oft angewandt 
werden kann. 

Man sehe in den drei Gleichungen der allgemeinen Parameterdar- 
stellung des Kegelschnitts zuniichst die Potenzen von ) als Unbekannte , 


in der Art an: 
? r 1 
} 0 
OE RO ie St as 
berechne die drei nicht homogenen Unbekannten in der gewdéhnlichen 


Weise und wende dann erst wieder die den J zukommende Identitit: 


an. 
So einfach diese beiden Methoden erscheinen mégen, so vergleiche 


man doch z, B. die miihsame Methode Salmons (Héhere ebene Curyen pg. 53), 
die zum mindesten die charakteristische Form des Endresultats schlecht | 
erkennen liasst. 

Dasselbe Verfahren ist zunichst auf die allgemeine Parameter- 
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fallender) Kegelschnitt der Ebene in dieser Form dargestellt 
werden, wenn nur das Coordinatensystem passend gewihlt wird 
(d. i. wenn man zwei Tangenten und die Beriihrungssehne des 
Kegelschnitts zu Seiten des Coordinatendreiecks nimmt). Die 
Form (1) sagt aus, dass jedem Punkte des Kegelschnitts (oder 
auch seiner T'angente) ein bestimmter Werth von A zukommt 
und umgekehrt. Daher ist es weiterhin erlaubt, einfach von 
einem Punkte (resp. Tangente) ,A* des Normkegelschnitts zu 
sprechen. . 
Eine beliebige Gerade der Ebene: 
(3) u =u, 27, + u, 2, +4, % =9 

trifft NV, in dem Punktepaar der quadratischen Gleichung (wie 


es der Kiirze wegen lauten mag): 
(4) m= 4, 7s + 2u,rA4+ wu, = 0. 


Seien die Wurzeln dieser Gleichung «, 6 und 


S, S, 
(0) «@+P=s, ap = —; 
0 $0 
so folgt aus (4) fiir die Coordinaten der Geraden: 
(6) tu, = 5, tu, = — Gt, = 

(wo t ein beliebiger Faktor *) sei). 
Die Gerade wird (und nur dann) zur Tangente fiir 
a—=B=), daher ist die zu (1) dualistische Darstellung (in Linien- 

coordinaten) : 


darstellung der cubischen Raumeurve (cf. §. 13) und ihr Flichennetz 
zweiter Ordnung, sowie tiberhaupt in derselben Weise auf die rationale 


Curve nt 


Ordnung im Raume von x Dimensionen anwendbar. 
Dabei zeigt sich noch der merkwiirdige Umstand, den wir hier vor- 


erst nur angeben wollen, dass die Curve 
ex, = mdi (Gi = 0, 1,... a) 
in Wirklichkeit nur yon (d—1) Gréssen (passenden Quotienten der d) 
abhiingt, wiihrend die scheinbare Abzihlung deren d liefert. 
*) Dieser Zusatz mag bei thnlichen Fallen von jetzt ab unterbleiben. 
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(1) tu, = 1, wm, =—A, w=) 
_ oder in gewohnlicher Form: 
; (8) u, 4, — uw. eat ()s 
Verfahrt man jetzt wieder, wie oben mit (1), indem man 
(7) mit der Gleichung eines Punktes combinirt, so erhiilt man, 
parallel den Gleichungen (6): 
fo Ro So eAroe ia Sh PE aes 


1? 0° 


oe few my tee os ie 5S, S2 “2 
Die in (5) eingefiihrten Gréssen “, ~ nennt man gewéhn- 
So So 
lich die elementar-symmetrischen Funktionen der zwei Grossen 
a, B; ich bezeichne, weil sich*dies weiterhin als niitzlich heraus- 
oa (te : 
stellt, die Gréssen Sy) 5, 8, (oder genauer eS, PS,, PS, Wop 
variabel) als die homogenen symmetrischen Funktionen 
von zwei Gréssen (Werthen, Parametern, Argumenten) «, 8. 
(Treten weiterhin mehrere Reihen soleher Funktionen auf, so 
i End ; : ; ‘ 
seien sie bezeichnet mit s,, 5,, 5, resp. 9,, 6,, o,, resp. S,, S,, S,, 
resp. T,, T,, Tt, etc. oder auch kurz mit s., o,, S., t, ete.)*) Dann 


ko6nnen wir unser bisjetziges Formelsystem in folgenden Satz 
kleiden: 

A) Wer Normkerelschnitt der: Ebéne, als 
Ordnungscurve aufgefasst (in diesem Sinne sei er mit 
N, bezeichnet) ist dargestellt durch die Gleichungen 
(1) resp. (2); dagegen-als Klassenecurve (und, sofern 
dies hervorgehoben werden soll, sei sein Zeichen N,) durch 
die Gleichungen (7) resp. (8). 

Die Coordinaten eines beliebigen Paice: 
der Ebene sind durch (9), die einer beliebigen 
Geraden durch (G) **) reprisentirt, wo die s, die 


- *) Dieselbe Bemerkung (und Bezeichnung) soll fiir die symmetrischen 
Funktionen von drei und mehr Werthen a, B, y, etc, (eines Parameters) gelten. 
; #8) Ist in (6) und (9) das Argumentenpaar beidemal dasselbe, so 
ist der’ Punkt (9) der Pol der. Geraden (6), wie auch aus Gleichung (2) 
direkt folgt. : 
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homogenensymmetrischen Funktionen der beiden 


Parameter sind, die den vom Punkte an N, aus- 
gehenden Tangenten resp. den auf N, durch die 


Gerade ausgeschnittenen Punkten angehéren.® 

Die Einfiihrung des Normkegelschnitts hat daher die 
erosse Bequemlichkeit zur Folge, die Coordinaten eines Punktes 
der Ebene unmittelbar mit den homogenen symmetrischen 
Funktionen zweier Werthe (eines variabeln Parameters) iden- 


tificiren zu kénnen. 


8. 13. 


Die cubische Normeurve des Raumes. 


Ich mache hier schon auf die Abhandlung von Herrn 
Sturm: , Darstellung biniirer Formen auf der cubischen Raum- 
curve* (Crelle Bd. 86) aufmerksam, die unserem Gegenstande, 
namentlich in diesem Abschnitte sehr verwandt ist. Es liess 
sich nicht vermeiden, um das Veystiindniss nicht zu erschweren, 
manche Siitze, die dort schon vorgetragen ‘sind, noch einmal 
(wenn auch meistens anders und in anderem Zusammenhange, 
abgesehen von dem mancherlei Neuen) zu beweisen. Nur so 
hess sich eine, wenn auch sehr gedriingte, Systematik er- 
reichen. Ich citire jene Abhandlung im Folgenden einfach 
mit Sturm, 

Im Ubrigen méchte ich dabei betonen, dass mir die Inter- 
pretation der biniiren Formen auf irgend welchen rationalen 
(spec. Norm-) Curven als solche nur Mittel zum Haupt- 
zweck ist, das Auftreten der A polaritit iiberall nachzu- 
weisen und vor Allem den engen Zusammenhang der 
biniren Apolaritit mit der terniren, quaterniren 
ete, zu ergriinden, wozu es erst einer Reihe von Vorbereitungen’ 
bedarf, die ich, um sie dann ein fiir allemal zum Gebrauche 


fertig zu haben, nach Méglichkeit in ein systematisches Gewand 
gekleidet habe. 
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30. Die Behandlung dieser Normeurve des Raumes ist in 
ihrem ersten Theile der des Normkegelschnitts der Ebene ganz 
ihnlich; erst weiterhin stellen sich Besonderheiten ein, die von 
der gewachsenen Zahl der Raumelemente (Punkt, Ebene, Ge- 
rade) herriihren, Unter der Normeurve dritter Ordnung (Y,) 


verstehen wir, den Raum auf ein festes Tetraedercoordinaten- 
system bezogen gedacht, folgende: 
Oe, er Oe ppm, 8X, pws = t. 
Wiederum kann bekanntlich *) jede, beliebig gegebene, 
nicht zerfallende und in keiner Ebene liegende cubische Raum- 
curve durch geeignete Wah] des Coordinatentetraeders in dieser 


Form dargestellt werden. (Dasselbe besteht dann aus den 
_(Schmiegungs-) **) Ebenen irgend zweier Punkte der Curve 


*) Man wende nur auf die allgemein gegebene Curve 


pu, == aigh + 4,9 +:4,X+4, (@ = 0, 1, 2, 8) 
die lineare Punkttransformation an, deren Coefficienten die Unterdeter- 
minanten des Systems der Coefficienten a sind und multiplicire dann noch 
ey. die neuen Coordinaten mit geeigneten Faktoren, 

*#) Hs sei gleich hier hinsichtlich der Nomenklatur der cubischen 
Raumeurven Folgendes erwiihnt: 

,Die Schmiegungsebenen modgen einfach Ebenen der Curve (Ng): 
die ,Linien zweier Schmiegungsebenen“ einfach ,Axen* der Curve (Ns): 
heissen, die also den Punkten, Sehnen der Curve (N,) gegeniiberstehen. 

In gleicher Weise heissen die Tangentialebenen einer Fliche zweiter 
Classe P, einfach die Ebenen derFlache, so dass man dann z.B. sagen kann: 


»Line Raumeurve dritter Classe (N,) und eine Fliche zweiter Classe 


(P,) haben sechs Ebenen gemein.“ 

Enthalten die Ebenen einer Fliche zweiter Classe alle Ebenen einer 
cubischen Raumeurve (N,) so sage ich: ,die Flaiche ist der Curve 
um(be)schrieben*. 

Die ganze Mannigfaltigkeit dieser Flichen zweiter Classe sei einfach: 
die Flichenschaarschaar (aweiter Classe) der Curve (N,) gegentiber 
,dem Flichennetz (zweiter Ordnung) der Curve (N3)*. 


Zur Gleichung (4) sei bemerkt, dass, wo es nicht nothwendig ist, die 
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nebst den beiden Tangentenebenen derselben, die resp. durch 
den andern Punkt hindurchgehen.) 

Dann gehért jedem Werthe des Parameters 1 ein be- 
stimmter Punkt der Curve (oder auch seine Ebene, oder auch 
seine Tangente) zu und umgekehrt. 

Daher wird im Folgenden einfach von Punkten (Kbenen, 
Tangenten) A der Normcurve die Rede sein. 

Das durch die Curve (1) gehende Flichennetz zweiter 
Ordnung ist, wie sofort zu sehen, dargestellt durch: 

(2) (82,2, — 3) te + (92, 7,— v7, 2,) pp, + (82,2, — a) p=, 
wo die jt variabel sind. 

Umgekehrt ist dann, wie man weiss, durch dieses Flichen- 
netz zweiter Ordnung die. Curve vollstiindig und eindeutig 
bestimmt. Wir kommen weiter unten auf dieses Netz von an- 
derer Seite her zuriick. 

Der Schnitt mit einer beliebigen Ebene: 

(3) u, =u, %, + u, t+ u, t= 90 
liefert zur Bestimmung der Schnittpunkte die Gleichung: 


(4) wy = ud + 3 u, rh +3u,rA4+u, =09. 
Seien die Wurzeln derselben a, 8, y und 
. s s s 
©) a Boba 54° 98 art Py eee 
so folgt aus (4): 
(6) tu, = Sy) Ty = — a TU, = 3, 
Die Ebene wird (und nur dann) zur Ebene der Curve, 


TU, = —S,. 


wenn @ = 6 = y = i. Daher ist die zu (1) dualistische Dar- 


stellung der Curve (in Ebenencoordinaten): 


3 


2 
(7) wt, = 1, tu, —=—A, wy =), tu, =—d, 


gewohnliche Bezeichnung einer biniren Form ay, b ete, durch a,, by ete, 


ersetzt werde im Gegensatze zu den Formen ag, bs etc., die aus den ersten 


durch » malige Polarisation nach n Griéssen entstehen. (cf. §. 5) 
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-mithin ist die Schaarschaar von Flaichen zweiter Klasse, deren 
gemeinsame (Tangential-) Ebenen die Ebenen unserer Curve 
sind, oder wie wir kiirzer sagen wollen: die Schaarschaar 
der der Curve umschriebenen Flichen zweiter 
Klasse“ bestimmt durch: 

(8) (w, %, — us) v) +E (uy us — U, u,v, + (u, Hy — Ve = 0 
wo die y variabel sind. 

Aus (8) geht wieder die Form (7) hervor, wie aus (2) die 
Form (1). ! 

Combinirt man endlich die Gleichung eines beliebigen 
Punktes mit (7) und verfihrt ganz wie mit (1), so erhiilt man als 
Coordinaten eines Punktes: 

(2) 0%, ='S,, pl, —'S,, PX). 51, (px, = S,. 

Mit Riicksicht auf die zum Satze A (§. 12) gehérige An- 
merkung kénnen wir das Bisherige in folgenden Satz zu- 
sammenfassen : . 

B) ,Dieriiumliche Normcurve, als Curve dritter 
Ordnung aufgefasst (in diesem Sinne heisse sie N,) ist 
durch die Gleichungen(l) resp.(2)dargestellt; da- 
gegen als Curve dritter Klasse (und, sofern dies her- 
vorgehoben werden soll, sei ihr Zeichen N,) durch die 
Gléichungen (7) resp. (8). 

- Die Coordinaten eines beliebigen Raumpunktes 
sind durch (9); die einer beliebigen Raumebene *) 
durch (6) reprisentirt, wo die s, die homogenen 
symmetrischen Funktionen der drei Parameter 
sind, die den drei vom Punkte anN, gehenden 


Ebenen resp. den drei auf N, von der Ebene aus- 


Seschnittenen Punkten zugehoren,® 


*) Diese erhilt man also allgemein nach der Regel, dass man die 
Punktcoordinaten umkehrt, mit abwechselndem Vorzeichen versieht, und 
mit den (zur Dimensionenzahl des Raumes) gehérigen Binominalcoefficienten 
dividirt. 

W. Fr. Meyer, Apolaritit. 4 
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Die Einfiihrung der cubischen Normeurve bringt es daher 
wieder mit sich, dass die Coordinaten eines Raumpunktes ge- 
radezu mit den homogenen symmetrischen Funktionen von 
drei Werthen (eines Parameters) identisch sind. (Und das Ent- 
sprechende gilt, wie man sich leicht itberzeugt, fiir beliebig 
hohe Riiume cf. No. 28.) 


8. 14, 


Geometrische Kigenschaft der auf die Normcurven bezogenen 
Coordinaten. 


31. Ausser dem erwiihnten formalen Vorzug, den die 
Normcurven mittelst der auf ihnen ausgebreiteten Parameter- 
vertheilung gewiihren (und dessen Wichtigkeit erst allmahlich 
hervortreten wird) gilt noch ein zweiter geometrischer. Es 
spricht sich nemlich in der neuen Bedeutung der Coordinaten 
eine hervorragend wichtige Eigenschaft von Punkt (Gerade) 
einer Ebene in Bezug auf einen beliebigen Kegelschnitt in der- 
selben, sowie von Punkt (Ebene) des Raumes in Bezug auf 
eine beliebige cubische Raumcurve aus, so dass diese Elementar- 
gebilde einen gewissen geometrischen Ort vorstellen. 

In der That stellt ja eine Gleichung 

(lI) u, =u, 5s, + us, +4, s,=9 
eine (gewohnliche) *) Involution dar, als deren Elemente man 
hier die Punkte (‘Tangenten) ) eines Kegelschnitts (V,) ansieht. 


*) Ich verstehe, wie jetzt meistens geschieht, unter einer Involution 
a" Ordnung ein biniires Formenbiischel nt Ordnung ,f -+ ko“. Diese 
lisst sich dann (cf, Kap. I, § 3) stets ersetzen durch (n—1), in (n + 1) 
Grissen 8, lineare Relationen, also eine Inyolution zweiter Ordnung (die 
ich die gewdhnliche Involution oder schlechtweg Involution nenne) durch 
eine Gleichung u, = 0. 

Fiir diese (Schnittpunkt-) Relationen kann man dann wieder die zu- 
gehdrigen (Schnittpunkt-) ,Formen* setzen d. h. die zur Involution apo- 
lare oder conjugirte Formengruppe. (ef. § 24.) 
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Da nun nach Satz A) die s, als homogene symmetrische Funk- 


tionen zweier Werthe «, 8 die Coordinaten des Punktes sind, 
von dem die Tangenten «, 8 an N, gehen, so liegt darin der 
bekannte Satz der Ebene (unter Punkt eines Linienpaares ihren 
‘gemeinsamen Punkt verstanden): 

»Die Punkte der Tangentenpaare einer Inyo- 
lution aufeinem Kegelschnitte durchlaufen eine 
Gerade (deren Schnittpunkte mit demselben die 
Doppelelemente der Involution darstellen) und 
umg. ist jede Gerade der Ort der Punkte der 
Tangentenpaare einer bestimmten Involution auf 
dem Kegelschnitte (und dualistisch ftir einen 
Pun kt)“ 

Daraus folgt dann aus den geometrischen Eigenschaften 
der Involution, dass die Beriihrungspunkte eines jeden dieser 
Tangentenpaare harmonisch liegen zu den Schnittpunkten der 
Geraden mit N,. Algebraisch heisst dies bekanntlich, dass die 


bilineare Invariante der beiden quadratischen Formen 
2 

U,d + Zu, + u, 
2 

Sy dit 81 Lae kaise: 


(abgesehen von einem Zahlenfaktor) mit U, identisch ist. 


(2) 


Ganz analog stellt sich die Sache fiir die cubische Raum- 


] oO 7 > \ yp ¢ 
curve (V,) und wir kénnen daher ohne Weiteres den Satz aus- 


sprechen (unter dem Punkte eines ‘Tripels von Ebenen ihren 
gemeinsamen Punkt verstanden): 

,Besteht zwischen den Ebenen ciner cubischen 
Raumcurve eine trilineare symmetrische Ver- 
wandtschaftin der Art, dasszu irgend zwei Kbenen 
der Curve stets eine dritte und zwar so gehért, 
dass zu je zwei Ebenen dieses Tripels immer die 
dritte eehort, so durchlaufen die Punkte aller 


dieser Ebenentripel eine Ebene (die die Curve in 
ie 


. 
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drei Punkten schneidet, deren Ebenen, dreifach 
gezihlt, jeein Tripel der Verwandtschaft bilden). 

Umgekehrt ist jede Ebene der Ort der Punkte 
der Ebenentripel einer solehen Verwandtschaft 
(und dualistisch fiir einen Punkt).* 

Und auch die Folgerung ist hier eine ganz analoge. 

Denn ist die Verwandtschaft dargestellt durch 

(8) u, = 4, 8, + u, 8, + U, 8, + U, 8, at 

so sind die drei Ebenen der Curve, in denen je drei Ebenen 
eines T'ripels zusammengefallen sind, repriisentirt durch: 


(4) wm =u, ve + 3 u, ie +3u,rA+ %,, 


andrerseits aber irgend ein Tripel (s,) der Verwandtschaft durch: 


5 2 
(D) :S{-S5). A, 5 se Se OS 
Dann ist wieder die bilineare Invariante beider Formen 
(4) (5) (abgesehen von einem Zahlenfaktor) w.. Daraus_ folgt, 
Ss 


wenn ich zwei Kbenentripel der Curve, deren Argumente zwei 
zu einander apolaren cubischen biniren Formen angehéren, 
»zu einander apolar® nenne*): 

,yJedes Tripel einer trilinearen symmetrischen 
Verwandtschaft (dessen Punkt also auf einer 
festen Ebene liegt) zwischen den Ebenen einer 
cubischen Raumecurve ist apolar zu dem ausge- 
zeichnetenTripel**), dessen Elemente jedes, drei- 
fach gezihlt, ein Verwandtschaftstripel bilden.é 


*) In derselben Weise soll iiberhaupt immer das Wort apolar von 
den vorkommenden Argumentgruppen auf die zugehérigen Punkt- (Ebenen, 
Geraden etc.) Gruppen tibertragen werden diirfen. 


**) Daraus folgt wieder, wenn man die Normeurve von irgend einem 
Punkte 
3 2 aes 
wy % A. —. 4%, % =f, A = = My (A —2j) (A= 44) (A — 2) 
auf irgend cine Ebene projicirt, der alte Satz (Kap. I, §. 2) dass wenn 


3 . ol . * 
ex; = a (A—A;) (wo die a@ beliebige Faktoren sind) eine rationale ebene 
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Und da ‘eine cubische biniire Form zu sich selber apolar 
ist, so folgt sofort der bekannte, schon mehrfaeh 2!) auch vou 
dieser Seite her betrachtete Satz: 


Curve dritter Ordnung ist (mit dem Wendedreiseit als Coordinatendreiseit) 
so stellt 


poe ie Font og, tH, #9 00 
ihr Schnittpunkttheorem dar. 
Nimmt man noch einen zweiten Punkt zu Hiilfe 
LEN 3 2 . ’ ’ ? 
Yy == Yq* SS ee Rte aS =Y A — AYA — y) (A — dz) 
und projicirt die Curve NV, durch die Gerade wy auf eine Hbene, so 


reprisentirt die Gruppe 


ae 1 
OR Ga tec a gt 3% = 8 Sa, 


®o § 


+ 49, % =0=y, 


wie man will, einen Punkt (Involution) in der Ebene der Curve 
px, =a, (A — A,)” 
oder einen Punkt in der Ebene der Curve 
ey, = 5, A — a)”: 
Die Involutfon , die das Strahlbtischel jedes Punktes aus der zuge- 
hérigen Curve ausschneidet, ist beidemal die zu 
ee 
conjugirte Gruppe. 
Und endlich gelangt man so mittelst dreier Punkte w, y, 2 zu einer 
Geraden, die durch die Gleichungen 
v7, = 0, ¥, = 90, 2, = 0 
reprasentirt ist. 
Dies Verfahren soll spiter ganz allgemein dargelegt werden, wodurch 
erreicht wird, dass jede Aisa mittelst- des Projicirens (dualistisch Schneidens) 
sowie der umgekehrten Operationen auf die beziigliche Normeurve zu- 


riickgeftihrt wird. 
Andrerseits erkennt man schon, dass dies Verfahren im Grunde iden- 


tisch ist mit dem andern, statt der Dreiecks-, Tetraeder- ete. Coordinaten 
Vielecks-, Polyeder- etc. Coordinaten (die dann durch eine Anzahl linearer 
Relationen yerbunden sein miissen) einzufiihren, 


o 4, Se ee 


oe j 1) RV ee Bee 
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,»VDer Schnittpunkt irgend dreier Ebenen der 
Curve liegt auf der Ebene ihrer Schmiegungs- 
punkte (und Punkt und Ebene besitzen dann die 
gleichen Argumente)*. . 

Es hat offenbar nicht die geringste Schwierigkeit, diese 
Siitze fiir eine rationale Curve n“” Ordnung-im Raume von 
n Dimensionen auszusprechen: doch mag dies wegen der Com- 
plicirtheit der geometrischen Ausdriicke (bei algebraischer 
Evidenz) unterbleiben. 

Der letzte Satz eilt selbstverstindlich nur fiir Riume 
von ungerader Dimensionenzahl. 


§. 15. 


Die (gewohnliche) Involution auf der cubischen Raumcurve. 


32. Ehe wir zur Darstellung der Raumgeraden mittelst 
der Normcurve iibergehen, sei erst noch der Darstellung der 
Punkte (Geraden) einer Ebene mittelst der Sehnen (Axen) 
einer cubischen Raumcurve gedacht, deren Gebrauch dfters 
von Nutzen ist. Nach §. 14 heisst dies Folgendes: 22) 


yHine Involutionsei auf der cubischen Raum- 
curve (N,) gegeben; welche Fliche bilden die 


Sehnen der Punktepaare der Involution (oder 
kiirzer: die Sehnen der Involution)? 


Es ist sehr leicht zu beweisen, dass diese Sehnen eine 
Regelschaar zweiter Ordnung bilden und umgekehrt, dass 
jede Fliche des durch die Curve gehenden Fliichennetzes 
azweiter Ordnung (§. 13, (2)) durch ihre Geraden (der einen 
Schaar) eine bestimmte Involution auf der Curve darstellt. 

Wir verfahren zu dem Zweck so. 

Machen wir (dureh Coordinatentransformation) die gege- 
bene cubische Raumcurye zur Normeurve Vio 2 


(1) px, = 2, 000; = BN) pu, = 3), pw, = 1 
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deren Flichennetz zweiter Ordnung also (§. 13). gegeben ist 
durch : 
(2)(3 ia 0.) H+ 2 ieee #,) H+ (Ss HX eae) Lo ies 0 
und sei die vorgelegte Involution . 

(3) m, 8, + m, s, ++ m, s, =m, = 0 
so frage ich: 

Unter welchen Bedingungen liegt eine Sehne der Invo- 
lution (3) auf einer Flache (2)? 

Irgend eine Sehne der Involution, die dem Elementen- 
paare «, 8 angehére, geht durch die beiden Punkte y, 2 mit 
den Coordinaten 

(Qn Ok, SA, 15° TA, BAS) Bhyy I. 

Nun sind die Schnittpunkte emer Fliiche zweiter Ordnung 
a = 0 mit einer Geraden (y, 2) nach der Joachimsthal’schen 22) 
Methode gegeben durch die quadratische Gleichung: 

(5) xae + 2a, + a; = 0. 

Fiir eine der Flichen (2) und eine Sehne (y, 2) verschwinden 
stets die beiden fusseren Glieder der letzten Gleichung; soll 
also die Gerade ganz auf der Fliiche liegen, so bleibt die eine 
Bedingung 

Slo uti) oder. seiey =. 
“ WCAG 
durch Einsetzen der Coordinaten (4) also (nach einfacher Rech- 
nung) 
(7) 90 —2,) (Hy 8. By 8, H Py 8) = 0. 
Daraus geht hervor, dass, falls die verlangte Bedingung 
fiir jede Sehne der Involution (3) gelten soll, dass die Coeffi- 
cienten » der Flache den beziiglichen Coefficienten m der In- 
volution proportional sind, womit der Anfangs erwithnte Satz 
bewiesen ist. 
Denn es ist klar, dass die Involutionssehnen nur die eine 


Regelschaar der zugehorigen Fliche zweiter Ordnung  bilden, 
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da niemals zwei der Sehnen der Involution sich treffen kénnen. 
Die Geraden der andern Regelschaar interessiren im Folgenden 
nicht weiter. Wir driicken der Kiirze wegen den erhaltenen 
Satz so aus: 

_ ,DieSehnen einer auf einer cubischen Raum- 
curve (N,) dargestellten (Punkt-) Involutionp, =0 


bilden die eine Regelschaar der Flache p2=0(2)4 
undumg. ,Die Sehnen der Curve, die ganz auf 
einer Fliche p: =0 liegen, sind die Sehnen der 
Involutionp, = 0. 


Genau ebenso beweist man den dualistischen Sate: 
»Die Axen einer auf der eubischen Norm- 
curve (N,) dargestellten (Ebenen-) Involution 


(8) v, 9) — ¥, 9, + ¥y 5, = 9 
bilden die eine Regelschaar der der Curve um- 
schriebenen Flichen zweiter Classe (§. 13): 


(9) v, (u, & — us) EV, (u,¢, —U, Uy) Vv, (%, U,— Ww) =u, an) 


33. Wiihrend so, gestiitzt auf den Involutionsbegriff, 
zwischen den Punkten (Geraden) einer Ebene und den Sehnen 
(Axen) einer ischen Raumcurve eine ein-eindeutige lineare 
Verwandtschaft hergestellt ist; wobei einer Geraden der Ebene 
eine der durch die Curve gehenden Flichen zweiter Ordnung 
entspricht und umg., wird man auf geometrischem Wege 
sofort, zu einer zweiten eindeutigen Verwandtschaft (aber von 
zweitem Grade), wiederum zwischen den Punkten der Ebene 
und den Sehnen der Curve gefithrt,, die mit der ersten eng zu- 
sammenhiingt. 

Wir werden auf diese zweite Verwandtschaft noch ainswet 
spiiter von anderer Seite her (bei niiherem Studium des Schnitt- 
punkttheorems der rationalen ebenen Curven vierter Ord- 


nung) zuriickkommen und es geniige daher, hier vores nur 
einige Hauptpunkte anzugeben, 
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Denken wir uns die Ebene irgendwie im Raume gegeben 
(doch so, dass sie weder Schmiegungs- noch Tangentenchene 
der cubischen Raumeurve ist), so trifft im allgemeinen jede 
Sehne der Curve die Ebene in einem Punkte und umgekehrt 
geht bekanntlich von jedem Punkte der Ebene nur eine Sehne 
an die Curve. Eine Ausnahme tritt nur ein fiir die drei Schnitt- 
punkte der Curve mit der Ebene A,, A,, A,. Jedem derselben 


entspricht die ganze Schaar von Sehnen, die alle auf einem | 
Kegel (zweiter Ordnung) liegen, der die Raumeurve projicirt. 
Andrerseits entspricht jeder der drei Verbindungssehnen der 
drei Punkte ein jeder Punkt auf ihr. 

Betrachten wir ferner irgend eine Sehne der Curve, sie 
heisse s; ihr Treftpunkt mit unserer Ebene sei S. 


Dann befindet sich unter den Flichen des Netzes p =0- 


(2) ein Biischel von Flichen, die alle diese Sehne s ganz ents. 


halten, mithin ist der Punkt S der vierte Grundpunkt eines 
Kegelschnittbiischels, dessen drei weitere Grundpunkte in 
A,, A,, A, liegen. 

Nun entsprechen die Sehnen der Curve einmal nach der 
ersten (linearen) Verwandtschaft den Punkten der Ebene (und 
dann die Flichen des Netzes = 0 den Geraden der 
Ebene): andererseits eindeutig nach der zweiten Verwandt- 
schaft gleichfalls den Punkten der Ebene. 

Daher ist zwischen dep Punkten der Ebene ein Entsprechen 
hergestellt, das genau mit der zweiten Verwandtschaft iiqui- 
valent ist, so dass es geniigt, diese Verwandtschaft in der 
Ebene zu studiren. 

Diese ist aber offenbar eine quadratische, ein-eindeutige, 
involutorische mit dem Fundamentaldreieck A, A, A,, in der 
jeder Geraden ein Kegelschnitt durch die Ecken dieses Dreiecks, 
also einem Punkte (als Centrum eines Strahlbiischels) der vierte 


Basispunkt eines bestimmten Kegelschnittbiischels A,, A,, a 
entspricht, : 


“ bi? tan et Sen 
= 0S 7 = 
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Wir werden weiter unten (worauf schon hingewiesen ist) — 
leichter zeigen, dass diese quadratische Transformation in 
unserer Ebene sich dadurch niher bestimmt, dass der Schnitt- 
punkt der drei Ebenen der Curve (in A,, A,, A,) (der ja in un- © 
serer Ebene liegt) einer der vier (fest bleibenden) Einheits- 
punkte der quadratischen Transformation ist. . 

Dann giebt es immer einen bestimmten Kegelschnitt un- 
serer Ebene (der dann als Normkegelschnitt -zu nehmen ist), - 
der dem Dreieck A, A, A, einbeschrieben ist und fiir den der 
eben bezeichnete Punkt derjenige ist, in dem sich bekanntlich 
die drei Verbindungslinien der Punkte A mit den Beriihrungs- 
punkten der resp. gegentiberliegenden Seiten treffen. 

Dieser Kegelschnitt ist vermége unserer quadratischen 
Transformation das Bild der Curve vierter Ordnung mit drei 
Spitzenin A,, A,, A,, die durch den Schnitt unserer Ebene. mit 


der'langentenregelfliiche der cubischen Raumcurve erzeugt wird. 


S. 16. : 
Die Covarianten einer binaren cubischen Form /. 


34, Der analytische Ausdruck der eben erérterten qua- 
dratischen ‘Transformation ergiebt sich aus Friiherem unmittel- 
bar, andrerseits fiihrt er uns zur Bedeutung der quadratischen 
(Hesse’schen) Covariante H der Form f: — 
ti his! 
hos foo 


Denn das durch die Normeurve gehende Flichennetz zweiter 


() t= 


Ordnung war (ef. §. 15) dargestellt durch 
(2) p, (82, 2 — w) +p, (9%, %, —2#,%,)-+ p, Ba, x, —«') ==0; 
Legen wir also eine beliebige Ebene 
(3) wu. = 0 
zu Grunde und nehmen drei ganz beliebige Linien in derselben 
0)%=% ¥,=0, 4 =0 
au Geraden eines Coordinatendreiecks, so ist die fragliche 


Sela ’ 
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Transformation in allgemeinster Weise gegeben 
durch 
aR [eae ety = OR 9 =e 
(0) ty, = 32, %, — a, TY, = 94, Ly— 4, H,, TY, = 8a, a, — a" 
wo zwischen Aas a die Relation (3) besteht,. 
Andrerseits aber hat bekanntlich die Form f die Higen- 


. schaft, auf eine Weise als lineare Combination von zwei Cuben 


linearer Ausdriicke A—a, 2—8 darstellbar zu sein, deren Wur- 
zeln diejenigen der Covariante H sind. 

Dies heisst aber offenbar Gig. 17 Anhang) (cf. Baty 
pg. 124): ‘ 

»JDie Hesse’sche Covariante der Form (des 
Punktes) f stellt vermége ihrer Wurzeln das Ar- 
- gumentenpaar der einen vom Punkte an die Norm- 
curve NV, gehenden Sehne dar. 

Diese Covariante lautet entwickelt : 

(1 B= (8052, — a") — d (9a, %#,—®, %,) + (3x, x, — 2’). 

Daraus folgt aber, nach dem letzten Satze und der Con- 
- struktion voriger Nummer der mit dem eben noch angege- 
benen Ausdruck der quadratischen Transformation inhaltlich 
iibereinstimmende Satz: 

»Vermoge irgend einer beliebig, aber festge- 
gebenen linearen Relation zwischen den Coeffi- 
cienten von f,w = 0 kann man immer drei aus 
ihnen linear zusammengesetzte Ausdriicke den Co- 
efficienten von AH proportional setzen; dann ist 
dies der Ausdruck fiir die (allgemeinste) quadra- 
“tische Transformation in der Ebeneu, = 0.% 

35. Eine dhnliche, aber riumliche eindeutige ‘Transfor- 
mation kniiptt sich an die poe @ von f: 

| iets Tht 
@e=|y a) 

Vermége der bekannten Higenschaften von @ in Bezug 

auf f und H hat man sofort zuniichst’ (cf. Sturm pg: 124): 
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,»Construirt man auf der einen durch einen 
Punkt (f) gehenden Sehne (von N,) den zum Punkte- 
paare der Curve und zum Ausgangspunkte har- 
monischen Punkt, so ist seine Darstellungs- 
form Q.4 . 

Dadurch ist zwischen den Punkten des Raumes eine ein- 


deutige involutorische Beziehung gegeben mit der Fundamental- — 


curve V,, denn nur fiir die Punkte dieser Curve wird die Be- 


ziehung unbestimmt. 

Dies ist aber bekanntlich derjenige spezielle Fall der- 
jenigen eindeutigen Raumtransformation dritten Grades, die 
durch die in Bezug auf ein Flichennetz zweiter Ordnung con- 
jugirten Punktepaare bestimmt ist, wenn die Flichen des 
Netzes durch eine cubische Raumcurve gehen, d. h. wenn die 
Fundamentaleurve der Transformation (die im Allgemeinen die 
Kegelspitzencurve des Netzes ist) in die doppelt zihlende cubi- 
sche Curve ausartet *). Man hat daher: 


*) Kin analoger Satz gilt fiir alle Normecurven ungerader Ordnung, 
So erhilt man, von der nichst héheren Art, den Normeurven fiinfter Ord- 
nung (im Raume von fiinf Dimensionen) ausgehend: 

,»Unterwirft man die Coefficienten zweier biniren Formen 
fiinfter Ordnung 

5 4 3 2 

a= ay + 5a, 4+ 10a,% + 10a, 4+ 54,444, 

b= ba MP Doel. CpitGaear te 10 Sere eres 
zwei beliebig aber fest gewihlten linearen Relationen (mit 
den Coefficienten wx, resp. y) 

i, = 0 = 0 

so reduciren sie sich auf zwei cubische Formen F, 9, 
deren Gerade (Functionaldeterminante) ein- eindeutig in qua- 
dratischer Verwandtschaft der Combinant-Covariante vierten 
Grades J der Formen a), b,, zugeordnet ist, Diese Form ist 


die Invariante J (cf. Salmon, Hihere Algebra Art. XIX) der Form 


a ++ kby und ihre Wurzeln sind durch die Gleichungen be- 


stimmt: 


~ 
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»Die durch die in Bezug auf das Flichennetz 
zweiter Ordnung der Normeurve NN. conjugirten 
Punktepaare bestimmte ein-cindeutige involuto- 
rische Verwandtschaft dritten Grades ist unmittelbar 
dargestellt durch die respective Proportionalitit 
der Coefficienten von 

3 2 
f= 2 hak ha, 
sanity Tole 
a, | 
a Hy, 


In der That iiberzeugt man sich auch durch leichte Rech- 


mit denen von Q 


nung bei Beniitzung der Gleichung (2) von der Richtigkeit dieses 
Satzes. 

Endlich ist ebenfalls bekannt, dass der durch sieben Raum- 
punkte bestimmte achtee der mit ihnen die Grundpunkte eines 
Flachennetzes zweiter Ordnung bildet, kein anderer ist als der 
irgend einem der sieben Punkte in obiger Transformation ent- 
sprechende, wenn man die Fundamentalcurve dritter Ordnung 
durch die sechs andern bestimmt sein lisst. Wir kénnen daher 
auch so sagen: 

»Die Punkte f und Q bilden mit jedem belie- 
bigen Punktsextupel der Normecurve die Grund- 


punkte eines Flichennetzes zweiter Ordnung.‘ 


Gy 8, + 4, 83 + ay 89 + ay 8, + a, 5 = 0 
@, 8, + a 8, + Gy So + a, 8, ++ %% 8) = 0 
by 8 + 9, 83 EUG hey af Og ney ey t8q ee 0 
by 8, +b, 85 + bg 8 + by 8, He bg 8) = 0." 

Diese letztcre Covariante J stellt dann, wie leicht mit Hitiife des Satzes 
Kap. I, §. 2 zu sehen, die einzige Quadrisekante einer rationalen Curve 
fiinfter Ordnung (im gewéhnlichen Raum) dar, deren ,Schnittpunktformen“ 
a; by sind, d. h. die zu ys by apolare Gruppe enthalt eine Involution 
fiinfter Ordnung mit dem festen Faktor J. 

Und ihnlich fiir die héheren Fille. Ich behalte mir vor, anderswo 


auf diese eindeutigen Verwandtschaften niher einzugehen. 


tS Ee Sk eee ig 
; RR Fs 

’ * 

: ; 
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‘ Wie sich die sonstigen, von den Formen f, H, Q geltenden 
Siitze im Sinne unserer Theorie aussprechen, ist wesentlich so 
einfach, dass es tibergangen werden kann. . , 

Zur Vervollstiindigung mag noch der Satz bemerkt wer- 
den, der wie die obigen tiber H und Q nahezu evident ist: 

,Die Invariante (Discriminante) der Form f (au- 
gleich Discriminante von #H) stellt unmittelbar, 
= 0 gesetzt, die Tangentenregelfliche der Norm- 
curve in Punktcoordinaten dar.¢ 

In iihnlicher Weise gelingt die Interpretation der simul-_ 
tanen In-*und Covarianten von mehreren quadratischen und 
cubischen Formen ohne wesentliche Schwierigkeiten: sie mag 
iibergangen werden, um nicht unsern Hauptzweck, die Ver- 
kniipfung der Apolaritit mit den Normeurven, zu sehr aus 
dem Auge zu verlieren. : 

Dagegen soll der schon in diesem Paragraphen evident 
hervortretende Zusammenhang der linearen Transfor- 
mationenaufder Normeurve mit den Collineationen 
des beziiglichen Raumes spiter im Allgemeinen be- 
sprochen werden. 

Dasselbe gilt von den Modificationen, die die fundamen- 
talen Kigenschaften der Normeurven bei irgend welchen 
Projektionen der Normceuryen in niedrigere Riume erleiden, 
und die sich speziell fiir die cubischen Normceurven an die Er- 
drterungen des §. 14 anschliessen wiirden. Auch diese sollen 
an geeigneter Stelle im Zusammenhange besprochen werden. 

Bisher war die Theorie der cubischen Normeurve der des 
Normkegelschnitts wesentlich thnlich: durch die nun folzende 
Beriicksichtigung des neuen im Raume sich selbst dualistischen 
Klements, der Geraden, entfernt sie sich cine Zeit lang schein- 
bar von der Theorie der Ebene immer mehr, bis sich spiter, 
bei Gelegenheit der Apolarititstheorie fiir die Kegelschnitte | 
beide heorien wieder vereinigen werden. Auf diese Weise 


(die bei Betrachtung der -héheren Normeurven immer wieder- 
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kehrt) wird das Princip , den Apolaritiitsbeoriff in den Vorder- 


grund zu stellen, allmihlich immer mehr seine Rechtfertigung 


finden. 


a ye é 
Die Darstellung der Geraden mittelst der Normcurve, 


36. Auch in diesem Gebiet kénnen wir uns auf das fiir 
das Folgende Nothwendigste beschriinken und im Ubrigen auf 
die Sturm’sche Arbeit verweisen, deren Resultate theilweise 
hier recapitalirt werden, von deren Gang wir jedoch im Fol- 
genden 6fters wesentlich abweichen. Auch eine Anzahl neuer 

_Resultate wird sich dabei ergeben. 
Eine Gerade ist durch zwei Punkte x, y bestimmt: 


fos, Meee Nee bem nee 
los yh —y, 8 + ky 

Da ein beliebiger Punkt der Geraden (und sonst kein 
Punkt des Raumes) durch x + ky gegeben ist, so folgt sofort 
der zum Satze der Ebene (§. 14) in zweiter Linie analoge Satz 
(cf. die erste Analogie §. 14): 

»Die (Schnitt-) Punkte der Kbenentripel einer 
auf N,(d. h. einer beliebigen Raumcurve dritter 
Klasse) gegebenen Involution dritter Ordnung 
durchlaufen cine Gerade und umgekehrtist jede 
Gerade die Reihe der Punkte der Ebenentripel 
einer bestimmten Involution dritter Ordnung 
auf N.,. 

Dualistisch drehen sich die Ebenen der Punkte- 
tripeleiner auf N, gegebenen Involution dritter 


Ordnung um eine Gerade und umgekehrt istjede 
Gerade die Axe der Ebenen der Punktetripel einer 
bestimmten Involution auf N,.4 


Daher ist es die nichste Aufgabe, fiir die durch (1) ge- 


v= , a 
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i 


eebene Gerade die zugehérige Involution ihres Ebenenbiischels _ 
zu finden. 
Es seien irgend zwei der Ebenen dieses Biischels 
(2) 4 =0, A= 0 
so muss die gesuchte Involution die Form J’ + hk’ ® 


haben, wo | 

[7 =U, eee 3u, ee Bur + u, 

(3) | : . 
| =o, 8 + 80, 2% + 30 A+ 9,. 


Da aber bekanntlich die Axencoordinaten der Geraden 


| | 
ee Ue | 
Var iiitas. pear i, sie aes , Sin és 
o = (uv), = 4, (, m = 0, 1, 2, 38) den Strahlen 
el m| 
[Bia 00.4 
nal ae Us ae! sere ; mae . 
coordinaten any = (vy),, = P, proportional sind (und 
vi k 


zwar so, dass die Indices 7, /, 1, m immer die vier Zahlen 
0, 1, 2, 3 in einer cyclischen Aufeinanderfolge sind), so haben 
wir den Satz: 

»Die beiden Involutionen (1) (8) bilden immer 
dann die beiden Involutionen einer und der- 
selben (Geradenauf N, resp. N, bezogen), wenn die 
Bedingungen 

(4) p(y, = (Wr), 
erfiillt sind und umgekehrt.* 

In der That bilden ja nach dem ersten Capitel (§. 3) 
unter den Bedingungen (4) die Gleichungen (2) den Ersatz der 
Involutionsgleichungen (1): diese Gleichungen (2) gehen aber 
wieder durch Combination mit den Gleichungen der Normeurve 
N, in (3) iiber. . 

Beide Involutionen (1) (3) haben nach Capitel I §. 11 die- 
selben Combinanten und diese stellen offenbar, gleich Null 
gesetzt, die (im quaterniiren) Sinne invarianten Eigenschaften _ 
der zugehérigen Geraden in Bezug auf die Normcurye dar. 
Dies soll spiiter noch genauer explicirt werden. 


i 
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37. Daran kniipfe sich die Wiederaufnahme einer schon 


-einmal behandelten Frage (cf. Cap. I §. 7 Nr. 17), nemlich der 


nach der Darstellung einer cubischen Raumcurve in Linienco- 
ordinaten. Damals handelte es sich darum, zu zeigen, dass es 
gentige, diese Frage fiir die Normcurve zu lésen und dass es 
dann leicht sei, die bez. Formeln fiir eine beliebige andere 
cubische Raumcurve anzugeben. 


Hier wollen wir daher die Frage an der Hand der Norm- 
curve weiterfiihren mittelst gleichzeitigen Gebrauchs zu ein- 
‘ander dualistischer Formeln. 


Sollte, um dies aus Kap. I]. c. kurz zu wiederholen,, die 
Gerade (2) die Normeurve treffen, so musste die Resultante 
von F' und ® verschwinden. Diese war aber in der Bézout’schen 
Gestalt : 


FVon| 

T59 T3y9 3 

(5) R= 27 45); ze 7? tap T20) 
| 

7 | 

mee Yoo th 


oder wegen der Relationen (4) (wo wir noch der Bequemlich- 
keit wegen den Faktor 9 = | setzen): 


p..| 
Poy Poo) = 
| 
? 
(6) R= — 27 [py Ms 4.3, Py| = — 27 BP’. 
ip | 
ai Psy Pos 


Bei variabeln p,, stellt daber A = 0 die Gleichung der Norm- 


curve d. h. ihres Treffgeradencomplexes in Axen- resp. Strahlen- 


- coordinaten dar. 


Soll andrerseits eine Gerade (1) in einer Ebene der Curve 
liegen, so muss die Resultante von f, 9 verschwinden. Diese 
ist aber: 


_ W. Fr. Meyer, Apolaritit. 5 
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Pop Poy» Pos 
(7) P=— Poo) 1 ha co ae 
Pos Psy Pos, 

P = O stellt demnach bei variabeln p, den Complex der 


Geraden dar, die in den Ebenen der Curve liegen. 

Gehen wir jetzt auf die absoluten Werthe von R resp. P 
niher ein, so bemerken wir zuniichst, dass der Ausdruck 
in P (abgesehen vom Zahlenfaktor 27) iibergeht (und umg.) 


; y - 4 
durch Vertauschung der beiden Grissen p,, und ee so dass sie 


unter der Bedingung 
(8) 3 Pos Sige an tae 0 

coincidiren. 

Andrerseits ist aber die bilineare Invariante der Formen 
f, ¢ (1) (ebenso wie die der Formen F’, ® (3), abgesehen vom 
Zahlenfaktor 3) 

rt Deak 
(9) (fe) = — {P); — a} (ef. Sturm pg. 123) 


v 


so dass wir zuniichst den Satz gewinnen: 

»Die- den Compléexen-R. = 0, P= 0 semerm 
same Congruenz ist dieselbe wie die den Complexen 
R= 0 (resp. P= 0), (fy)* = 0 gemeinsame und 
besteht aus den Strahlbiischeln der Punkte der 
Curve in ihren beziiglichen Ebenen.* 

Der lineare Complex (fy)* = 0 aber ist, wie schon da- 
mals (Nr. 17) bewiesen, kein anderer als der zur Normeurve 
gehérige Nullcomplex, was tibrigens auch aus dem Apolaritiits- 
satze des §. 14 sofort hervorgeht. 

Denn dieser sagt, in anderer Form ausgesprochen, aus, 
dass wenn zwei cubische biniire Formen apolar sind, die durch 
sie dargestellten Punkte von der Art sind, dass die Null- 
complex-Iibene eines jeden auch durch den andern Punkt 
geht, so dass ihre Verbindungsgerade im Nulleomplexe sich 
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selber conjugirt ist, d. h. sie ist eine Gerade des Complexes. 
(Cf. Sturm pg. 123.) 

38. Zu den beiden Ausdriicken R, P gelangen wir aber 
noch auf eine andere*) Weise und gerade diese erlaubt es, eine 
-Reihe wichtiger Beziehungen zu ermitteln. 
Hine Gerade (1) wird von vier Tangenten der Curve 
getroitfen, von denen nur dann zwei coincidiren, wenn. die 
Gerade entweder die Curve trifft oder in einer Kbene der 
Curve liegt. Dies ist geometrisch evident. Mithin. muss die 
Discriminante der biquadratischen biniren Form, deren Wur- 
zeln die Argumente jener vier Tangenten sind, die beiden 
_Ausdriicke A, P als Faktoren enthalten. Da aber, wie gleich 
gezeigt wird, diese biquadratische Form die (Jacobi’sche) 
Funktionaldeterminante der Formen f, ¢ und daher linear in 


den p,, ist, so ist ihre Discriminante vom sechsten Grade in 


denselben und muss folglich (abgesehen von einem Zahlen- 
faktor) aus dem Produkte R, P selbst bestehen. 

~ Den Zahlenfaktor werden wir durch passende Specialisi- 
rung ermitteln, die zugleich einen zweiten rechnerischen Be- 
weis des Satzes erlaubt. Dass die gesuchte biquadratische 
Form (die Darstellungsform der vier Tangenten, die eme 
gegebene Gerade (1) resp. (3) treffen) dureh die Iunktional- 
determinante der Formen f, ¢ (oder auch F’, ®) gegeben ist, 
ergiebt sich sofort so: 

Soll von einem Punkte der Geraden (1) 
f+ ke 

eine T'angente an die Curve gehen, so fallen von den drei an 
die Curve gehenden Ebenen des Punktes zwei zusammen (und 
umg.), d. h. es verschwinden die beiden Differentialquotienten 
der Form f + kp (nach den beiden homogenen Variabeln ge- 


nommen): 


\ 


fa ff: + PY, 
Oe lat i 
d. h. die gesuchte Form ist 


l 


5 
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2 — 2p, EX (309g FP ys) — 2P yg +P og 


¢ 


“heed 
(cf. Sturm pg. 134). 
Mittelst ihrer beiden Invarianten 7, 7 driickt sich bekannt- 
lich die Discriminante einer biquadratischen biniiren Form 
so aus 
(12). "Da. 2 Gs 
In unserem Falle wird i (mit Beniitzung der Identitat 


zwischen den p..): 


; 2 
ott Se (8p,, + 7,)|__ 3 f P, 

(18)¢=2) 05) Pog — Pos Pig + — 12 = ee 9 Pos ra 
und : 
| Door D Dis 
ta Po Pog Py Pa | 
(0) 9 6 Ne retin ae 
p eee | | 


Wir machen jetzt die immer erlaubte *) Annahme, dass 
in (1) . 
(15) 2, = y, =0, 


dann wird 


Ar Bi 
(16) ($= 5 Dy J=—z (ps + Pa Ps,) 


*) Dies sieht man am einfachsten geometrisch ein. Denn wegen der 
Lage des Coordinatentetraeders zur Curve NV, (cf. §. 13 pg. 47) sagt die 
Bedingung (15) nur aus, dass unsere Gerade (1) in einer Ebene durch 
die ‘Tangente , “ liege. Legt man daher einer der vier Tangenten, 
die unsere Gerade treffen, das Argument 0, sowie dem Restpunkt, den 
die zugehérige, zugleich durch die Gerade gehende Tangentenebere aus 
NV, ausschneidet, das Argument 0 bei, so ist die Bedingung (17) erfiillt. 


Dann verschwinden in der biquadratischen Form J (11) die Coefficienten 


von A4 und 2. Dies Ver fahren wird spiiter mit Vortheil noch weiter aus- 
gedehnt. 


é 
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und es ergiebt sich einmal 
Nee ee Lees As 2 
(17) D=i — 6) Se wea | Pap Pag\Peg ete Pp Pash 


andrerseits 


: Z et 8 ia Oe iy 
(8) Ye tive = “es ae Pw Pe) (unter den 
3 


Wurzeln die absoluten Werthe verstanden), woraus wieder 
(17) hervorgeht. 


Endlich wird vermdge unserer Annahme 


Po 
Pov Pay Sa 
7 Bs | 
(19) BR’ = — [Poo ra + 3 Posy Pot = Poe Pee 
\"p | 
me Psy) Py) 
Pov Poo Pos 
P= Pq) Pig Pigs Pa = Pos aU Ds Ps 
Pos? Psy) Pys) 


und demnach endlich 


(20) ei i abe (ein (6)): 


Driicken wir noch die in £,P vorkommenden p, durch 
die Wurzeln der biquadratischen Form aus, so haben die den 
Grundstock des Weiteren bildenden Formeln: Ss 
(21) Pee Pork tee Pos» ita 3D 9, F Py Ss = 223) 5, = Posy 
und mit oe der lee ee den p,.: 


34 
(22) 3p), ees se Ve Py =s5 a 7 ” (cf. Sturm pg. 134). 


Diese Ergebnisse fassen wir so zusammen (vgl. die Be- 
merkungen von Sturm pg. 135) 

»Die Zerlegung der Discriminante einer all- 
gemeinen biquadratischen binaren Form 
(12) Dai —6y 
in die beiden Faktoren 
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(18) (Ya +7 V6) Vii —J V6) 

lisst sich, abgesehen von der Quadratwurzel aus 
6i stets auf rationale Weise ausfiihren und gwar 
gehen diese Faktoren mittelst der durch die 
Gleichungen 

(21) (22) 
bestimmtenp, in die Formen 

CU apes 

iiber. 

Diese letzteren sind die Resultanten von zwei 
Paaren cubischer Formen, deren Gruppen (Invo- 
lutionen) zu einander conjugirt sind. 

Umgekehrt sind die Resultanten von irgend 
zwei Paaren cubischer Formen, deren Gruppen 
zu einander conjugirt sind, die Faktoren der 
Discriminanten ihrer (gemeinsamen) Funktional- 
determinante.* 

39. Da die Invariante ¢ (13) das Quadrat von (f ¢)’ ist, 
so haben wir auch den Satz (cf. Sturm pg. 137): 

,»Der (lineare) Nulleomplex der Normeurve 
istauchdurch 

(25a haw 
dargestellt d. h. die vier Tangenten der Curve, 
die irgend eine Gerade des Complexes treffen, 
bilden ein aequianharmonisches Quadrupel, und 
umegekehrt.* 

40. Ehe wir die Formeln (21) (22) weiter verwenden, 
mige erst noch die Zerlegung der Discriminante einer biqua- 
dratischen binéren Form nach einer andern Seite hin ergiinzt 
werden. Sie berubt wesentlich darauf, dass wir die biqua- 
dratische Form als Hesse’sche Covariante einer andern biqua- 
dratischen Form ansehen. 

In der That giebt es bekanntlich nach Clebsch2) im All- 
gemeinen stets zwei Formen der Involution (3) F-+-#’ ®, die 


t's 
pie 
Ci 
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_ die Differentialquotienten einer biquadratischen Form B sind 
und zwar, wenn (homogen geschrieben) 


se F =u, 0 + 38u, dy + Bu, Aw? + Uy br 
b=0,¥+ By, My + Bu, kp +e, we 


und die gesuchte Form 
B24) By = by es 4b, ieee 6b, A" pw” +E Abs An? Dp 
so wird (wie auch durch ganz einfache elementare Rechnung 
folgt) 

(25) B= F @h + pa) + +18) 


0,1 Ys SOD Uy yo 


a i— _ | — — 
WOpa=|v, ¥, v,|—pa, = v 1% %s| PB = u, U, Us| —PB, == UW, Uy We 


UW, U, a Uy U, i. 


Dabei sind (26) aA 4++1a,; BA + pB, 


zwei lineare Covarianten von I’, O *), 


v, V, V4) V% , 0, 


Dann folgt Bea ‘dass die He pore von B 


A 


a, 
TEs 6 ‘ 


en w= i" 0, o, = i 


eas aE 


wird. 
In derselben Weise giebt es zwei Formen der Involution 


(1) f + ke, die die Differentialquotienten eimer andern biqua- 
- dratischen Form A sind. (Diese findet man §. 22.) 
Dann wird, wenn analog 


*) Diese stellen, = 0 gesetzt, wie man mit Hiilfe des Satzes des 
§, 14 und aus ihrer Bildung leicht folgt, folgendes Punktepaar der Curve 
dar. Man lege (dualistisch) durch die Punkte f, 9 die beiden Sehnen 
an die Curve, sowie durch die Gerade (f, 9) die beiden Ebenen, die diese 
Sehnen resp. enthalten. Diese Ebenen schneiden ausserdem noch das 
gesuchte Punktepaar aus. Umgekehrt gehort, wie auch aus dem Clebsch’schen 
Satze folgt, zu einem beliebigen Punktepaar der Curve, wenn ausserdem 
die Gerade (f, 9) gegeben ist, ein bestimmtes Punktepaar f, © auf der 


letateren, das die Punkte des ersten Paares zu den angegebenen Cova- 


rianten hat, 


(Z ©.) D185 ROY O SOME ps5 DOME Puce b= ALE ne ed 


(28) A= f (A + pal,) + @ @X+ BB) 


die Hesse’sche Form von A 


pe A, A,, | ha 
Q9) H' = iS ake 
so dass wir den Satz gewonnen haben: 

, Hine gegebene Form vierten Grades (11) J kann 
(wie bekannt) auf doppelte Weise als Hesse’sche 
Form von zwei anderen biquadratischen Formen A,B 
angesehen werden, und zwar mittelst der Gleich- 
ungen (21) (22) (24) bis (29). Zunachst erscheint die 
gegebene Form J als Functionaldeterminante von 
zwei cubischen Formenpaaren 

fhe FRO 
deren Gruppen einander conjugirt sind. In jeder 
dieser Gruppen giebt es zwei Formen, die die Dif- 
ferentialquotienten einer biquadratischen Form sind; 
diese beiden letzteren sind dann die Formen 4A, B.* 

Man kann diesen Satz auch folgendermassen aussprechen : 

»Die zur Involution dritter Ordnung der 
ersten Polaren einer biquadratischen biniren 
Form conjugirte Involution enthilt die beiden 
ersten Differentialquotienten einer andern bi- 
quadratischen Form, deren Hesse’sche Form 
identisch ist mit der Hesse’schen Form der ge- 
gebenen Form.* 

41. Man kann sich aber auch bei Untersuchung der Dis- 
criminante von J auf eine der Involutionen (1) (3) beschriinken. 
Die beiden Faktoren der Discriminante sagten durch ihr Ver- 
schwinden aus, dass eine Gerade (J) die Curve NV, trifft, resp. 
in einer Ebene von N, liegt. 

Im ersten Falle aber verschwindet die Resultante der 
Formen F’, ® (3), im andern giebt es eine Form der Gruppe 
F + K’®, die dritte Potenz eines linearen Ausdrucks ist. Das 


SY 
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Umgekehrte gilt von der Gruppe (1). In der That folgt 
dies ja auch aus dem einfachsten Satze 26) aus der Theorie der 
conjugirten binéren Formen: 


ten . t : 
Grades zu einer n‘“” Potenz (eines 


,ist eine Form n 
linearen Ausdrucks (A—«) apolar, so ist « eine Wurzel der 
ersten Form und umgekehrt.* 

Wir kénnen daher auch sagen: 

»Die Faktoren der Discriminante vonJ/ sind 
fiir jede der Involutionen (1) f+ kp; (8) F +h® 
einmal die Resultante, andrerseits die linke Seite 
der Bedingung, dass eine Form der Involution 


die dritte Potenz (eines linearen Ausdrucks) ist. 
In dieser Form lassen sich die Sitze der Nummern 38 bis 
41 auf Involutionen beliebiger Ordnung ausdehnen, was 
-spiter bei Gelegenheit der Involutionen vierter Ordnung aus- 
gefiihrt werden soll. 
42. Die weitere Untersuchung kniipft an die Gleichungen 
(11) (21) (22) an. Zunichst liegt in ihnen der wichtige Satz: 
»Die Form (11) ist die Darstellungsform einer 
beliebigen Geraden (und zugleichihrer im Null- 
complex conjugirten) im Raume: ihre Coordi- 
naten bestimmen sichaus den Wurzeln der Form 
nach (21) (22). 
Fallen alle Wurzeln der Form zusammen, so wird die 
dargestellte Gerade (und nur dann) zur Tangente der Curve. 
Eine solche ist also *) reprisentirt durch (mit Wiedereinftihrung 


des Proportionalitiitsfaktors) 


2 2 3 4 
(30) eM 54=1, CPys=24, PP yg =A 1PP 1g = 32 5 Pig = 2A 50D yg? ° 
(Cf. Sturm pg. 134.) 
*) Die Gleichungen (30) kann man nattirlich auch direkt aus der 
Gleichung der ‘Normeurve mit Hiilfe des fiir alle rationalen Curven gel- 
tenden Clebsch’schen Verfahrens 27) erhalten, oder auch aus den Gleichungen 


32), die gleichfalls sich direkt leicht ergeben, 
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Da zwei Gerade p,., q,, sich bekanntlich unter der Be- — 

dingung treffen 
(31) 2p, Gn = 9 
so driickt die Gleichung 
(11) J=0 

nichts anderes aus, als dass die Gerade p, eine Tangente A 
der Curve trifft, mithin, da J fiir vier Werthe verschwindet, 
dass die Gerade vier Tangenten der Curve trifft, wie es 
sein muss. P 

Schliesslich gelangen wir auch von (21) (22) zur Gleichung 
einer Sehne (Axe) der Curve. Seien die Argumente irgend 
zweier Punkte der Curve a, 8 und die bez. homogenen sym- 


metrischen Funktionen g,, ¢,, ,, so haben wir: 


2? 
Sel =o,op = 06 = 06, 9p,,==o 
ehne) PPo, = I PPos = 91% PPig = 91%) PPo3 = Fe 
, eke uate et Aaa eee ae 
(32) Axe) PaNean Sq» PPo2 = 9159 PPig = 9,92) PPo3 = I 
2 ae Ea re BSR 
oder: -9,, = 9), Ts, = 9,9y) THe) — 9,555 74, — a, 
ig 2 ed FF 
Sehne) ep,, = BOPP og ee re 
Axe) PPiy = (9, = 9%), PPos = 92%) 
2 ‘ 
oder: 9,, = (6, — 9,9,), T4,, = 9,9). 


43, Hieran reiht sich unmittelbar die fiir das Folgende 
wichtige Untersuchung der Sehnen (Axen) der Normeurve, 
die einem allgemeinen linearen Complexe angehéren. Diese 
Sehnen (nebst den Axen) liegen bekanntlich *) auf einer Re- 
gelfliiche vierter Ordnung und Klasse, die die Normcurve zur 
Doppelcurve besitzt. Da diese Fliiche schon zur Geniige unter- 
sucht ist, so soll es sich hier nur darum handeln, die néthigen 
Grundformeln aufzustellen. 


Kin allgemeiner linearer Complex ist dargestellt durch: 
(33) 2p, 9, == 00 2G, m= 0) 12; 3) 


wo die p Liniencoordinaten, die q aber ganz beliebige Coeffi- 
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clenten sind. Diesem gehort irgend eine Sehne (32) unter der 
Bedingung an: 


2 
2 » ; Cone 
(34)q, Fog 59.54%, FF, F, Goo Fo or 36, oy dita se LO Str 0 
oder nach den Potenzen und Produkten von o geordnet: 
9 


Bx? 2 S : fhe 
(35), Iy3 1% os Is: 1-5, oP Gay Sy Ya 3 is FS, 9,(3¢,5— 3 )=0. 


Wihrend also (cf. §. 15) eine lineare Relation zwischen 
den o die Geraden einer Regelschaar zweiter Ordnung ete, 
so haben wir den brauchbaren Satz 29): 

pline allgemeine Relation zweiten Grades 
zwischen den symmetrischen Funktionen a, le- 
fertalle Sehnen, die einem bestimmten linearen 
Complex angehoéren Oi Cau meek eho te): 

Gerade also wie man damals die Gleichung der der Geraden 

m, , + mM, 5, + m, 5, = 0 
entsprechenden Fiche zweiter Ordnung durch die Substitutionen 
(36) po, = 34,2,—a2, ps, =9,2,—-0,%, po, =34,x,—2, 
erhielt, so geht hier durch dieselben Substitutionen die Gleich- 
ung (35) in die der Regelfliche iiber **), die der Ort aller 


_*) Vertauscht man (wie aus (32) hervorgeht) in (34) (85) 30)9, 
mit (ot 84 Sg) oder, was damit aequivalent ist, 3 qo. mit 7149, 80 resul- 
tirt die Gleichung fiir die (Argumentenpaare der) Axen der Curve, die 
dem Complex (33) angehéren und daher nach dem Clebsch-Cayley’schen 
Satz mit den Sehnen (35) auf derselben Regelfliiche liegen (cf. Salmon, 
Raumgeometrie pg. 438). Die Gleichung derselben in Ebenencoordinaten 
ergiebt sich ganz ebenso, wie die in Punktcoordinaten, mittelst der Ent- 
wicklungen des §. 15. Geht man, statt von den Hiilfsgleichungen (32) 
direkt von der Darstellungsform (11) aus, so liefert die Bedingung des 
Complexes (88) das Produkt der beiden Gleichungen fiir die dem Com- 
plexe angehérigen Sehnen und Axen der Curve. 

#*) Man sieht dies noch deutlicher mit Htilfe der Bedeutung der Co- 
yariante H einer cubischeneForm / (§. 16) ein, 


Denn da diese, wenn 
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Sehnen des linearen Complexes (33) ist. (Cf. Salmon, Raum- 
geometrie pg. 436.) 

Dem linearen Complexe gehéren speciell vier T’angenten 
der Normeurve an, die sich aus (35) ergeben, wenn man die 
Argumente a, 8, aus denen die o, gebildet sind, gleich A setzt: 


(37) 2G ae 4 dog a x (Gig + 3 M3) — 24 Gg + Mp5 = 9: 

Dies ist aber die Gleichung (11) J = 0, nur dass hier 
statt der Coefficienten p die q stehen; wir wollen sie daher 
jetzt mit J” = O bezeichnen. — 

Dividirt man daher die Gleichung des Complexes durch 
dy» Wie auch die Gleichung (37), so erkennt man, dass die ein- 
fach unendliche Schaar von Complexen, die alle dieselben 
Tangenten (37) enthalten, durch die Relation 


3 
(38) tie ak canheahne eee S, oder g,. +.3 3 — S24), = 0 


Go1 o1 
verbunden sind. Alle tibrigen q, dividirt durch q,,, sind fest 
und zwar die beziiglichen elementar-symmetrischen Funktionen 
der vier Wurzeln von (37). 

Die Gleichung (38) ist ersetzbar durch folgende: 


eet S 4G 

(39) v= 5 +3 yp, 5 age noi p 
Qo1 = uiy 

wo # ein variabler Parameter ist. 

Daher sind alle linearen Complexe, die dieselben vier 
‘Tangenten (37) J’ = 0 mit der Curve gemein haben, in der 
Form enthalten: 

3 
fSa. —2, r” 4 2, A—2g, 

: 2 
den Werth hat H = i (3 %) By — @ ) = Nabe Ye — @, ®o) + (3a, x, —«,) 
und das Punktepaar (der Curve) auf der durch den Punkt f gehenden 


Sehne darstellt, so braucht man nur die Coefficienten von # fiir die g; 


in (34) einzusetzen, um alle Punkte f (d. h, mit den Coordinaten o,) Un- 


serer Regelfliiche zu erhalten, 


+p (2 Pos Pe) = 9 


€ 


Ode ¢ 
oder wenn man fiir S, wieder seinen Werth — .——” einsetzt 
OL 


(3D )3 +P 1(BUog+ Qh. 

LO), Tog + Poy Gor Pos Ts1 Ps, Vo a ue = eu 
+ p (3 Pos eet G3) Later 0. 

Nun ist aber der erste Theil dieser Gleichung (der von 

}. frei ist) nichts anderes als die bilineare Invariante der 


Formen: 
4 ; 3 2 : : 
(85) J = py, h — 2p yh CRTs hey) SPP as tae 


(37) J = To1 n° —=2 Toe n° +e he (3 CTE rot B) — 2h 43 1 Qos 
. wihrend der Faktor von 1, = 0 gesetzt, den Nullcomplex der 
Curve darstellt *). 

Mithin ist die allen Complexen der zum Quadrupel J” ge- 
hérigen Schaar gemeinsame Congruenz dieselbe, wie die diesen 
beiden speciellen Complexen gemeine. 

Um diese zu finden, beweist man den wichtigen Satz: 


,»soll eine Gerade des Geradenpaares (J) (d. h. 
des Paares, das die vier Tangenten J = Otrifft) 
eine Gerade des Geradenpaares (J) treffen, wo 
J, J’ irgend zwei zu einander apolare Quadrupel 
sind, so ist dies nur so méglich, dass eine der 
beiden Invarianten 2,7 verschwindet, d. h. wenn 
die Geraden wenigstens eines Paares coincidiren. 


Dann aber trifft diese eine Gerade beide desan- 


dern Paares.* 


*) Dieser ist noch insofern ein ausgezeichneter Complex der Schaar 


(40), als er nicht nur die vier Tangenten J’ = 0, sondern alle Tangenten 


der Curve enthalt. (Cf. im tibrigen §. 19.) 
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In der That ist ja die Apolarititsbedingung fiir J, J’ durch — 


at ad te 


das Verschwinden des ersten Theiles der Gleichung (40) aus- 4 


gedriickt : 


(3p.,-+-P (3.43442) 
(41) (Po, Dost Pogo, t+ Pos Ig, Qos Par Set 6 = au 


Soll diese mit der Bedingung des Schneidens einer Ge- 


raden p und einer Geraden gq identisch sein, so muss der 
letzte ‘Term: 
(42) (2 Pos Be i Los a 412) = Pos Tyo + Pro Tos 
sein, d. h. es findet die Bedingung: 

(43) (3 Py5 — Pris) (8 Io — Ue) = 9 
statt: mithin muss eine der beiden Invarianten 7, v ver- 
schwinden *), : 


Verschwindet aber 7, so trifft dann offenbar die Gerade p 
jede der beiden Geraden gq. 


Damit ist der angegebene Satz bewiesen. 

Dann aber verschwindet Gleichung (40) fiir jeden Werth 
von #1 und wir haben zuniichst: 

»Die Directricen der allen linearen Complexen, 
die dieselben vier Tangenten der Curve ent- 
halten, gemeinsamen Congruengz sind die beiden 
Treffgeradendes Tangentenquadrupels.¢ 

Insbesondere gilt dieser Satz fiir den Complex 

(41) (JJ’) =0 
in folgender Weise (cf. Sturm pg. 142), wenn wir mittelst der 
homogenen symmetrischen Funktionen t, der Wurzeln von 


J’ = 0 die Gleichung (41) so schreiben: 


*) Es geht dies auch so hervor. Eine Gerade des Geradenpaares (J) 
trifft eine solche des Paares (J’) (wo aber jetzt J, J’ ganz beliebig seien) 


unter der Bedingung (wie man leicht ausrechnet); (wenn (IP) die bili- 


c : 4 of = a 
neare Invariante von J, J’ bezeichnet) (JJ’) = i’. Verschwindet also eine 


Seite dieser Gleichung, so auch die andere, 


‘ Die Reye’sche Apolaritit und die Normeuryen. . 19 


Poo 3 Dos ae Ps 
(42) p,, Ape; a T; + oe, ca 7. qT, ao Po» Y= 0. 


»Die Gleichung 

(43) a, = a, % + a, t, + 4,7, + 4,1, + 4,7, = 0 
stellt einen linearen Complex dar, dessen mit 
dem Nulleomplex der Curve gemeinsame Con- 
gruenz zu Directricen die beiden Treffgeraden 
des Tangentenquadrupels 

= 2 3 

(44) a, =a, +4a,2+6a,r +44,% +4, 
besitazat. 

Die Linien der Congruenz sind die (einzigen) 
Treffgeraden aller zu a, apolaren und aequian- 
harmonischen Tangentenquadrupel.é 

Aus Gleichung (41) folgt weiter unmittelbar, dass alle 
Geraden p, die dem Complex (Id’) = 0 genitigen, die Treff- 
geradenpaare aller zu J’ apolaren Tangentenquadrupel sind, 
so dass wir den eben aufgefiihrten Satz noch in der Art er- 
giinzen konnen, dass wir sagen: 

»Die Gleichung a, = 0 (die ja nach Kap. I, §.5 
alle zu a, apolaren Quadrupel darstellt) ergiebt 
- vermige aller Werthsystemet, die ihr genigen, 
die dreifach unendliche zua, apolare Tangenten- 
quadrupelschaar, deren Treffgeraden die Ge- 
radeu des zugehorigen linearen Complexes sind.“ 

Verschwindet im Speciellen die Invariante 7 von a,, 80 
hat das Tangentenquadrupel (a,) selbst nur eine Trettgerade 
und diese wird nach dem aus den Gleichungen (41) (42) (43) 
abgeleiteten Satze von allen Treffgeradenpaaren der zu a, apo- 
laren Quadrupel getroffen d. h.: 


Der lineare Complex 
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(43) a, = 0 
wird dann (und nur dann) zum speciellen, wenn ~ 
das Tangentenquadrupel aequianharmonisch ist 
und daher nur eine Treffgerad> (die Axe des 
speciellen Complexes) besitzt.® ; 

Die Avieitung weiterer hervorragender Eigenschaften des 
Complexes a, = 0 soll dem niichsten Abschnitt vorbehalten 


bleiben, der eine eingehende Discussion dieser Gleichung (im 
Apolari‘ .tssinne) enthalt. 

Im Ubrigen sehe man nach bei Sturm, der auch eine 
Interpretation der Covarianten von a, mit diesem Complexe 


verkniipft, auf die wir gleichfalls noch genauer zuriickkommen., 

44, Dieser Abschnitt iiber die Normcuryen soll einen vor- 
liufigen Abschluss erhalten durch einen Satz, der ebenfalls 
spiter zu weiterer Verwerthung herangezogen wird und theil- 
weise von Sturm (I. c. pg. 139) herriihrt. Er bildet eine un- 
mittelbare Anwendung des letzten Satzes. Zu diesem gelangt 
man, wenn man die fundamentale Kigenschaft der Darstellungs- 
form (11) der Geraden, dass ihre Coefficienten vermige der 
Gleichungen (21) (22) die beiden Treffgeraden des Tangenten- 
Quadrupels (11) darstellen, auf eine Involution vierter Ordnung 

(45) a, + kb, = 0 
iibertrigt, und nach Kap. I, §. 3 diese Involution ersetzt durch 
das Gleichungssystem (mit es dort eingefiihrten Abkiirzung) 
(46) ¢, = 0, B = 0, iQue US 

wo die aus den Formen 0, B, ¥, zusammengesetzte Gruppe 
die zur Involution (45) conjugirte Gruppe ist, und wo alle den 
Gleichungen (46) geniigenden Werthsysteme s, die Wurzel- 
systeme aller Gleichungen (45) reprisentiren. Daraus folet mit 


Hiilfe der Entwicklungen der letzten Nummer sogleich: 


»Die Treffgeradenpaare aller Tangenten- 
quadrupel (45) einer Involution vierter Ordnung 
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bilden die eine Regelschaar eines Hyperboloides, 


das den drei linearen Complexen (46) gemein- 
sam ist.% 


oder in anderer Fassung: 

»Die zwei Geradenpaare, die zwei beliebige 
Tangentenquadrupel der Curve treffen, liegen 
auf einer Fliche zweiter Ordnung. Auf dieser 
hegen dann noch unendlich viele solche Ge 
radenpaare, die alle der einen Schaar *) (auf der 
Flache) angehéren.é 

Hin anderer Beweis dieser Sitze, der zugleich zur Be- 
deutung der andern auf der Fliche zweiter Ordnung liegenden 
Regelschaar fiihrt, fithrt sich so **): 

Jeder der beiden linearen Complexe 

Cry Weg Rees, Ue es a 
hat mit dem Nullcomplex der Curve eine Congruenz gemein, 


deren Directricen die Treffgeradenpaare der Tangentenqua- 
drupel a, resp. 6, sind; mithin miissen alle Geraden, die diesen 


beiden Complexen mit dem Nullcomplex gemein sind, beide 
Geradenpaare (a,) (b,) tretfen. Da es aber ihrer unendlich 


_ viele sein miissen, so treffen sie alle diese beiden Geradenpaare 
und bilden somit diejenige Regelschaar einer so bestimmten 
Fliche zweiter Ordnung, der jene beiden Geradenpaare nicht 
angehéren. 

Wir driicken dies Resultat so aus: 
,Die beiden Regelschaaren, die auf der durch 


*) Die Geraden dieser Schaar sind daher paarweise in Bezug auf den 
Nulleomplex der Curve conjugirt, mithin herrscht zwischen ihnen eine 
projektivisch-involutorische Beziehung, deren Doppelelemente die- beiden 
sich selbst conjugirten Geraden sind, die den beiden in der Involution 
(45) enthaltenen aequianharmonischen Quadrupeln entsprechen. 

**) Gerade wie dies gewéhnlich fiir irgend drei lineare Complexe he- 

4 -wiesen wird. 
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die Treffgeradenpaare einer Tangenteninvo-— 
lution vierter Ordnung 
(45) ay +40; =0 
bestimmten Fliche zweiter Ordnung liegen, sind 
dargestellt, einmal durch diedrei linearen 
Complexe 
(46) «, =0, 8 =0, 7, =0, 
andrerseits durch die dreianderen: 
(48) = Db == 0 — Older Get se 
Nun giebt es, wie bekannt, sechs Quadrupel der Involution 
(45) der Form 
nt, a, B, “ 
wo die a die sechs (durch die Funktionaldeterminante von 


a3, 6; dargestellten) Doppelelemente der Inyolution sind. 


Diese sechs Tangenten-Quadrupel stellen die einzigen 

der Involution dar, fiir die zwei T'angenten sich (auf einem 
-Punkte der Curve) tretfen und (zugleich) in einer Ebene (der 
Curve) liegen. 

Die beiden Treftgeraden der vier Tangenten a, a, 8, 7 
sind daher einmal eine Gerade, die durch den Punkt « der 
Curve geht, andrerseits eine solche, die in der Ebene « der 
Curve liegt. Und da bekanntlich jede Ebene durch eine 
nl we » 3y . hy ya yy 7 yy "ha ms < = 
Gerade einer Iliche zweiter Ordnung eine (Tangential-) Ebene 
der Iliiche ist, so haben wir fiir unsere Involution den dritten 
Satz: 

»Die durch eine Involution vierter Ordnung 
(45) bestimmte Fliche zweiter Ordn ung trifft die 
1! ” a 1 ay a 3 “J i . 4S 
Curve N,insechs Punkten, deren Ebenen zugleich 
die der Fliche (als Klassenfliche) mit der Curve 


(N,) gemcinsamen Ebenen sind.¢: 


Und mit Hiilfe des spiter zu erweisenden Satzes, dass. 
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es 5 Involutionen vierter’ Ordnung mit denselben (sechs) 
Doppelelementen eiebt, folet hier : 

,»Durehirgendsechs Raumpunkte gehen fiinf 
Flichen zweiter Ordnung der Art, dass ihre 
Tangentialebenen in den Punkten immer dicselben 
sind und zwar die Ebenen der durch die sechs 
Punkte bestimmten cubischen Raumcurve.$ 


Mithin sind diese fiinf Flichen einmal in der Form 
Gaels... Se cee Nok 1 Aa hg te a bg =O) 
und zugleich in der andern: 

Poe ed, Fh = 0 
darstellbar, wo die f, = 0 vier Flichen zweiter Ordnung 
mit sechs gemeinschaftlichen Punkten und die F== 0) vier 
Flichen zweiter Classe mit sechs gemeinschaftlichen Tangen- 
tialebenen sind. — 

Auf die Eigenschaften der Involutionen vierter Ordnung 
auf cubischen Raumeurven im Weiteren kénnen wir, erst nach 
Vermehrung unserer Hiilfsmittel von anderer Seite her des 
Genaueren eingehen. Es hat ja auch dieser Abschnitt nur 
den Zweck, mit den elementarsten Grundeigenschaften der 
Normeurven bekannt zu machen, um so einen Untergrund fiir 
die folgenden, ganz allmihlich verwickelter werdenden Unter- 
suchungen iiber die Apolaritit zu gewinnen. 

Zam Schluss soll noch einmal daran erinnert werden, 
dass alle Formeln dieses Abschnittes mittelst des Kap. I §. 7 
dargelegten Verfahrens auf einen beliebigen Kegelschnitt resp. 
cubische Raumcurve (d. h. genauer, die auf ein be 1i e- 
biges Coordinatensystem bezogen, sind) itibertragen 
werden kénnen. 

Die nichsten Abschnitte entwickeln einige Hiilfsformeln 

die einfachsten Fiille, dass ein (sonst) beliebiger Kegel- 
schnitt zum Normkegelschnitte, resp. eine (sonst) beliebige 
Fliche zweiter Ordnung zur cubischen Normeurve apolar ist, 

6* 


a a et Oe 
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was wiederum geniigen wird, die. allgemeinen Formeln deut- 


lich hervortreten zu lassen. Diese Hiilfsformeln fiihren dann 
von selbst zur Betrachtung der invarianten (A polaritits-) Kigen- 
schaften der biniiren Formen vierten und sechsten Grades. 


Abschnitt I. 

Die binire biquadratische Form und ihre Apolaritiits- 
verhiiltnisse auf den Normcurven zweiter, dritter und 
vierter Ordnung. 

Sri 
Der Normkegelschuitt. 

45. Nach Reye *°) heissen zwei Kegelschnitte (1) 

2 yy = t: 2 2 — 
A =LN A, UL, = Ay) Ly + %, ©, + Ay %+-24a,, 0, %,+-:..—=0 
/ =—=1)! YAS 2 Wr ye a 4 as 
Urs DD, CU, Uy = & Uy HS, Ws yy We 2a UU, +...=0 
(zu einander) apolar, wenn ihre bilineare Invariante ver- 
schwindet d. h. wenn 

9) 2 Hh) a ; 
(2) (aa) = A121, Oey = My) Bqy He Gy, Hy Alyy Mey | 
9) 9 ») be er 
a5 che FF 25 AA, Xoo as cy pes bre 0, 

und zur genaueren Unterscheidung fiihrt er weiter die Be- 
nennung ein: 

,»Der (Ordnungs-)Kegelschnitt a. = On ahtid at 

(trig t)in diesem Falle den (Klassen-) Kegelschnitt 

2 4 ° 
u,=0: umgekehrt stiitzt sich dann (ruht) der 
letztere auf den (dem) ersteren.¢ 


Dann giebt es bekanntlich, wie zuerst Hesse *!) gefunden, 


ein und damit (einfach) unendlich viele Polardreiecke von 
. = 2 ; tvs . 

a, = 0, die %, = 0 wm-, und (dualistisech) zugleich unend- 

lich viele Polardreiecke von wi, = 0, die ae = 0 einbe- 


schrieben sind. 
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~ Machen wir (durch Coordinatentransformation) den Klassen- 


kegelsehnitt «, = 0 zum Normkegelschnitt NG Goa) 


(3) 4, u, — wu, ==n0; 
so ee die Bedingung (2) in die einfachere iiber: 
(4) a,, 
Desgleichen ergiebt sich in dein Se taae Falle, dass der 
Ordnungskegelschnitt a. = 0 zum Normkegelschnitt N, (ef. 
ebenda) 
©): 44, 25 es eon § 
gewahlt wird, die Bedingung (2) in der Form 
(6) 342 

Wir fassen dies in dem Satze zusammen: 

,Unter der Bedingunga, =a, trigt der Ord- 
nungskegelschnitt an ==' Und. en Normkegelschnitt 
N, und unter der Bedingung 42, =o, ruht der 
Klassenkegelschnitt uw =0 auf dem Normkegel- 

schnitt N,.“ 

In der Regel. machen wir nur vom ersten eile dieses 
Satzes Gebrauch. 

46, Sehen wir jetzt, wie sich die Bedingung fiir ein in 
Bezug auf den Kegelschnitt a. = 0 conjugirtes Punktepaar_ 
modificirt, falls derselbe die Forderung erfillt, 
den Normkegelschnitt N, zutragen. 

Irgend ein in Bezug auf a = 0 conjugirtes Punktepaar 
(x) (y) ist dargestellt durch 
VEU) ie On OF =a (Oe, alan 24 ho Yo) 4,7 (8,5 Yy 
HO, pF 2 Yo) FP, (ay Io 45, 9, PF Me Yo) = 9. 

Mit Anwendung des letzten Satzes und unter dement- 
sprechender Einfithrung der Bezeichnungen : 


— — = — =: a =a 
(8) Ao aie Ms, My Tad a,, VN» IE Oy ae Me, G19 Bey 22 4 
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(sodass allgemein a, = a,_,, wird) 
gewinnt die Bedingung (8) die iibersichtlichere Form: 
(9) a, ay tat: (a, Y an @ YW a a, Y,) sh vy (@, Yo aR 9; 
a as Y,) = v, (a, Yo a7: ay, hs oh Y,) = 0. 
Mit Riicksicht auf den Fundamentalsatz des §. 12 setzen wir: | 

10 + 8 6 +6 

— == & ae ved Og eames 

(10) eae ie | iy, gem Vo 4 
wo a, f resp. y, 6 die Argumente der vom Punkte «& resp. y 
an N, gehenden Tangenten seien. Wir bezeichnen daher die 
-Punkte auch durch («,6) resp. (7, 6). 

Fiihren wir endlich noch die homogenen symmetrischen 

Funktionen s,(¢ = 0,...4) der vier Werthe a, £, y, 6 ein, 
so dass 


s Sy 
(1) S=atBty+3, S= a8 + ay. 


0 0 


8, : s 
5 = ty + af +. .., “= ays 


0 0 
so nimint die Gleichung (7) (ef. Nr. 21) unter der festgesetzten 
Apolarititsbedingung die endgiltige Gestalt an: 


6 — 
(12) a.a, =a, a,s,+a,s, + a,s Re wa es eae 
was wir durch den Satz hervorheben wollen: 


ylrigt der Kegelschnitt a. = 0 den Norm- 
kegelschnitt N,, so istirgendeinin Bezug aut den 
ersteren conjugirtes Punctepaar (a, 8) (y, 6) durch 
die Gleichung (12) dargestellt* und umgekehrt 
ylst die Gleichung (12) durch ein Werthsystem_ 
a, B, y, 6 befriedigt, so sind (a, B) (y, 8); (a, ¥) (B,°8)s 
(a, 6) (8, y) drei solche conjugirte Punktepaare® 
oderkiirzer: ,die Gleichung g (12) stellt die (drei- 
fach) unendliche Schaar von N, umschriebenen 


~~. 
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Polvierseiten des zu N,apolaren Kegelschnitts 
~ 2 ; 

A 0 dar.“ 

47. Dieser letzte Satz mége zunichst durch einige Zu- 


 siitze des Niiheren illustrirt werden, Hr steht nemlich in 


-engster Beziehung zu dem Hesse’schen Satze 22): 


| ,»4u zwei in Bezug auf irgend einen Kegel- 
- schnitt conjugirten Punktepaaren gehért stets 
ein drittes, das mit jenen die Gegenecken eines 


vollstindigen Vierseits bildet.* 


Man wird auf die Existenz eines derartigen Satzes und 
_ 4hnlicher durch eine Uberlegung gefiihrt, die uns noch 6fters 
yon Nutzen sein wird, 

- Bezeichnet, wie oben, a, a, = 0 die Bedingung fiir ein 
in Bezug auf irgend einen Kegelschnitt a. = 0 conjugirtes 
Punktepaar, so wird durch zwei solche beliebig angenommene 
Paare mindestens noch ein weiteres bestimmt, wenn eine 
Relation von der Form 

(13) k, a, a, k, a, 4+ k, do yy = 0 
statt hat, wo die & Constante und (a, y,) (a, y,) die beiden 
gegebenen Paare sind, und zwar muss dieselbe, wenn ein 
drittes Punktepaar durch die beiden ersten allein, unabhingig 
von dem gewihlten Kegelschnitt, bestimmt sein soll, in Bezug 
auf die a,,identisch erfillt sein. 
In der That verschwindet ja das dritte Glied der Relation 

(13), sobald dies die beiden ersten thun, und zur Bestimmung 

der 6 Unbekannten (der Coordinaten der Punkte (#,) (y,) nebst 

den Verhiiltnissen der /) sind die erforderlichen sechs Gleich- 
ungen vorhanden. 

Zu dem Satze selbst und seinem Beweise gelangt man 
sogleich durch Hinfithrung des Apolaritiitsbegriffes mit Be- 
niitzung der einfachen Entwicklungen der beiden vorigen 


Nummern, 
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Denn die beiden beliebig angenommenen Punktepaare be- . 
stimmen ein Vierseit, dem man eine Schaar von Klassenkegel- 
schnitten einbeschreiben kann. Unter ihnen befindet sich 
immer einer und nur einer, der gemiiss der Bedingung (2) 
auf irgend einem beliebig, aber fest angenommenen (Ord- 
nungs-) Kegelschnitte ruht, woraus, wenn man diesen Klassen- 
kegelschnitt zam Normkegelschmtt N, macht, der letzte Satz 
der vorigen Nummer und damit der Hesse’sche Satz folgt, 
da ja die Lage des letzteren Kegelschnitts von der des Vierseits 
ganz unabhingig ist. 

Umgekehrt fiihrt aber wieder der (auf irgend eine andere 
Art jetzt als bewiesen anzunehmende) Hesse’sche Satz auf den 
letzten Satz der vorigen Nummer. 


Denn sollen schon durch ein irgendwie gegebenes con- 
jugirtes Punktepaar weitere bestimmt sein, sodass sich die 
Identitiit (13) auf die Form 

(14) a, 4, +h a, Wy = O 
reducirt, so muss zwischen den Coefficienten a, irgend eine 
lineare Relation herrschen. Denn nur dann reduciren sich die 
sechs in dieser Identitiit enthaltenen Gleichungen auf fiinf, die 
erforderlich sind, um die fiinf jetzt vorhandenen Unbekannten 
(die Coordinaten der Punkte (v,) (y,) nebst ’) zu berechnen. 

Kine solche Iineare Relation (2) sagt aber aus, dass der 
Kegelschnitt ae = 0 zu einem andern w:, = 0 apolar ist, wo- 
raus, wenn man den letzteren zum Normkegelschnitt N » macht, 
der gewiinschte Satz folgt. 

48. An den Satz der Nummer 46 kniipft sich nun eine 


ganze Reihe von Beziehungen, die in éinzelnen Sitzen fest- 
gelegt werden sollen. 


Zuniichst spricht er sich, da der Normkegelschnitt N,, 


abgesehen von der ihm auferlegten Apolaritiitsbedingung ganz 
beliebig ist, auch so aus; 
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a) ,»Wenn ein Kegelschnitt f einen andern 
e tragt, so giebt es (dreifach) unendlich viele 
dem letzteren umschriebene Polvierseite des 
ersteren (und reciprok (dreifach) unendlich viele 
dem ersteren einbeschriebene Polvierecke des 
letztéren).4 

6) ,Unter diesen Vierseiten (Vierecken) giebt 
es speciell eine (einfach) unendliche Schaar von 
solchen, fiir die eine Seite (Ecke) unbestimmt 
wird. Dies sind (cf. No. 45, 50) die Hesse’schen 
Poldreiseite (Poldreiecke).* : 

¥) »lst irgend ein Punktepaar (a, y) conjugirt 
in Bezug auf den Kegelschnitt f *), so sind es 
auch die beiden andern Paare (a, y,) (#, y,) die 
mit dem ersten die drei Paare Gegenecken eines 
Tangentenvierseits des Kegelschnitts » bilden.* 

Setzt man in der Gleichung des Kegelschnitts (1) a =o) 
mit Beniitzung der Bezeichnungen (8) (10) « = 8B =), 80 ge- 
langt man zur Gleichung fiir die Schnittpunkte desselben mit 
dem Normkegelschnitt (V, = N,) (d.h. genauer zur Gleichung 


der Argumente derselben auf N,): 
2 3 4 

(B)a, =a, =a, + 40,246 0,0 +44,0 4 0,2 = 0 

Dies geht aus 

(12) a, =0 

durch Gleichsetzen aller vier Argumente «, 8, y, 6: = A hervor. 

Dann ist aber nach Friiherem jedes der Gleichung (12) 
gentigende Quadrupel (s,) zum Quadrupel (15) apolar und um- 
| gekehrt stellt (12) alle zu (15) apolaren Quadrupel dar. Man 
hat daher : 


*) Von jetat ab mége, falls es nicht besonders wiinschenswerth er- 


scheint, die dualistische Halfte der Sitze unterdrtickt werden, 


- ¢ * - ~ ° 
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6) ,Die den ~@ umschriebenen Polvierseiten 


von f (auf 9) zugehérigen (Argumenten-) Qua-_ 


drupel sind simmtlich apolar zum Schnittpun kt- 
quadrupel beider Kegelschnitte (d. h. zum Qua- 
drupel ihrer Argumente aufg). Umgekehrt sind 


allezudem letzteren Quadrupelapolaren die (Ar- _ 


gumenten-) Quadrupel jener Tangentenvierseite 
von o* oder mit der friher eingefiihrten (Rosanes- 
schen) Bezeichnung: 

,Die zum Schnittpunktquadrupel (fg) (auf 9 
betrachtet) conjugirte Gruppe bildet (vermige 
der ihr zugehérigen Tangenten von 9) die 
siimmtlichen g umschriebenen Polvierseite von f*, 

Um auszudriicken, dass auch umgekehrt die Gleichung 
(12) durch (15) eindeutig bestimmt ist, sprechen. wir den ein- 
fachen, aber 6fters als Hilfssatz dienenden Satz aus: 

e),Unterdem Kegelschnittbiischel, das seine 
Grundpunkte (15) auf @ liegen hat, befindet 
sich ein und nur ein Kegelschnitt, der » trigt. 
Von diesem gelten dann die Siitze (a)(B)(y)(6)¢. 

Die Form (15) kann auch nach Nr. 26 ersetzt werden durch 
die ganze ihr conjugirte Gruppe, die von der Form ist 

(16) %, (A) + %, (A) + %y P(A) tie p,(A) tt 

Diese ist sehr leicht vermége der Wurzeln von (15) darzu- 


stellen. 


Denn da, wenn (A—),) ein Faktor von a,, die Form 


4 ‘ 
(A—A,) zu a, apolar ist (nach dem Rosanes’schen Fundamental- 


satz), so geht (16), wenn die Wurzeln von (15) mit Ayr Age Ags Ag 


bezeichnet werden, sofort iiber in die andere Form 


4 4 : 
(17) ¥, AA) + v, Q—A,) + Y, A—2,) +y, 02) SO. 
Umgekehrt kann man stets von vier ganz beliebigen bi- 


quadratischen Formen @,(), (A), P3(A), ,(A) ausgehen, dann 
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: ist immer eine Form (12) a, resp. (15) a, bestimmt und zwar 


-ergiebt sich aus dem Verfahren des §. 3 ohne Weiteres, dass 
_-die Coefficienten a den respectiven vierreihigen Determinanten 
des Coefficientensystems der 9(A) proportional sind. Geome- 


trisch heisst dies fiir uns jetzt: 


G) plrgend vier einem Kegelschnitt o umschrie- 
bene Vierseite bestimmen einen zu g apolaren 
Kegelschnitt f (der dann aus o das zu jenen vier 
Quadrupelnapolare ausschneidet und),dessen Pol- 
Vierséite. sre. sind. 


Da nach Satz (¢) durch eine biquadratische Form (15) 
ay auf © ein einziger zu @ apolarer Kegelschnitt f bestimmt ist, 


mithin ein einziges Quadrupel auf g, dessen Tangenten zu- 
gleic: Tangenten von f sind, dessen Lage also von der Para- 
metervertheilung auf ¢ ganz unabhangig ist, so ist dies eine 
Covariante vierten Grades von a, d.h. da es nur eine solche 


giebt, deren Hesse’sche Form H. 


Man iiberzeugt sich auch direkt durch leichte Rechnung 
davon. Denn man erhilt das gesuchte gemeinsame ‘Tangenten- 
quadrupel (fe) d. h. seine Argumente auf ~, wenn man ¢ als 
Normkegelschnitt NV, wahlt, durch Combination der Parameter- 


- gleichung fiir N, (§. 12): 


(18) tw, = 1, tH, =—/), mH = ns 


mit der Klassengleichung von f, die bekanntlich lautet (mit 
Riicksicht auf (8)): 

A, A, My My 

. a a, , U 

(19) vw, = samt oe 

A, A, W, Uy 


6 


Uy U, Uy O 


also durch die Gleichung: 
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Ce a rw 4 2 37-0 A 
bene sl = (a,4,—4,) +22 (a, a,— a, a.) | 
ad, a, a,—X'| 

2 3 | 2 2 2 

(20) 0 | 0 |(a,4,—4 eS, a, a, — a2) 
a, a, a eae (My 4, 2) (4, 4, 
Yat 0| + 2) (a, 4,—a, a,) + (4, 4,—4) 


deren rechte Seite bekanntlich / ist 5). 

n) ,Das gemeinsame T'angentenquadrupel zweier 
apolaren Kegelschnitte f, g ist auf 9 durch die 
Hesse’sche Form des gemeinsamen Punktquadru- 
pels derselben (auf g betrachtet) dargestellt (und 
reciprok das gemeinsame Punktquadrupel auf f 
durch die Hesse’sche Form des gemeinsamen 
Tangentenquadrupels (auf f gerechnet)).¢ 


Daraus ist umgekehrt sofort ersichtlich (Nr. 40) wie es stets 
zwei biniire biquadratische Formen giebt, die eine andere ge- 
gebene solche Form zur Hesse’schen Covariante haben, denn 
unter der Schaar von Kegelschnitten, die mit @ vier feste 
Tangenten gemein haben, giebt es zwei, die y tragen, und die 
man vermége Kinsetzung der Bedingung (2) resp. (4) in die 
Gleichung der Schaar (in Punktcoordinaten) erhiilt. 

49. Wir kommen jetzt zum wichtigsten Satze, der zeigt, 
wie die Bedingung der Apolaritiit zweier biniirer biquadra- 
tischer Formen (von der Gestalt (15)): 


(21) a, b 


d. i. (22) (ab) = 0 
sich unmittelbar in die ternire Apolarititsbedingung zweier 
den Formen (21) entsprechender Kegelschnitte verwandelt. 
Wir gelangen dazu, wenn wir ausser dem ‘bisher be- 
trachteten Kegelschnitt f (unter der Bedingung (8)) 
(23) a. = 0 ‘ . 
der den Normkegelschnitt N, triigt und aus ihm als N, das 


Punktquadrupel 


~ 
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(23) 4, = 0 
_ ausschneidet, noch den Klassenkegelschnitt ®: 
(24) ug? = 0 


ins Auge fassen, der auf dem Normkegelschnitt N, ruht und 


_ mit ihm (als N,) das Tangentenquadrupel 
a (24)' b = 0 
= gemein hat. 


Die erste dem Kegelschnitt ® auferlegte Bedingung lautet 


— nach (6): 


(25) 4B), = 8,, 
d. h. es hat ® die Form: 


(24), = Boot 5+ 28 wu, + 28, (wu, 2u*) +28 0,-8.0 =0 
oder, wenn wir analog den Gleichungen (8) 
: (25) By = Bax 
setzen, die andere: 
(26) ug =f, we +28, u,%, +28, (uu, 20) +28, u,v Byws, 
Um das mit N, gemeinsame Tangentenquadrupel zu er- 
halten, combiniren wir (26) mit 
— 2D w =1, mw, =— i= ye 
und finden fiir das gesuchte Quadrupel (auf N,): 
Q a 4 ¢ 3 > 2 ¢ as 
(28) B, = 8B, A —26,A4 +68,% —28,rA+ 8, =0 
Soll nun nach der zweiten Bedingung fiir ® By identisch 
mit (24) b, sein, so bestimmen sich die Coefficienten aus den 
b in folgender Art: 
(29) TB, oe by, TB, =—? b,, tp, i b, tp, =— 2b, 0B, Pe b, 
so ae sich die Originalbedingung fiir die beiden biniren For- 


men a, b, jetzt so schreibt: 


3 2 rt ‘ a * ee a 
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(22) (ab)* = a, Pach 24,8, +6 a, 8, + 24,8, +4, 6, =0. 
Andrerseits ist dies aber die Apolaritiitsbedingung fiir die 
beiden Kegelschnitte f, D wegen der Bedingungen : 
(8) (25) 4, = 4 B= By 
Damit ist der oben angedeutete Satz in folgender Weise 


gewonnen: 


.) »Wenn ein Kegelschnitt K einen Kegel- 
schnitt ® stiitzt und zugleich auf einem andern 
Kegelschnitt f ruht, und sind ausserdem fund ® 
apolar zu einander, so sind auch die beiden 
Quadrupel auf K, die den Schnittpunkten mit f 
resp. den Tangenten mit ® zugehdéren, apolarund 
umgekehrt,* oderinanderer Fassung: 

.) »Sind auf Kirgend zwei Quadrupelgegeben, 
sogeht (cf. ,e“) durch das eine Q uadrupel ein ein-. 
ziger Kegelschnitt f, der K stiitzt, und die Tan- 
gentendesandern Quadrupels sind zugleich Tan- 
genten eines einzigen Kegelschnitts ®, der aut 
K ruht. 

yoind dann die beiden Quadrupel apolar, so 
auch die Kegelschnitte f, Dund umgekehrt._ 

(Kbenso gehort reciprok zum ersten Quadrupel 
ein Kegelschnitt M, undzum zweiteneinanderer 
f,, fiir die dann dasselbe gilt.) 

Was aber von irgend einem zu ay apolaren Quadrupel 
b; gilt, gilt dann auch von der ganzen zu ay conjugirten 
Gruppe. Machen wir Gebrauch von der einfachen Abkiirzung: 

,4u einem QQuadrupel auf einem Kegelschnitt gehédrt 
irgend ein Kegelschnitt f, wenn er durch die Punkte des 
Quadrupels geht, und gehdrt irgend ein Kegelschnitt ® wenn er ~ 
die Tangenten des Quadrupels zu Tangenten hat,* so kénnen 
wir der gemeinten Krweiterung folgende, fiir uns wichtige, 
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Gestalt geben (in der der Satz, wie tiberhaupt alles, was dieser 
Abschnitt bis jetzt behandelt hat, worunter auch insbesondere 
der Satz 7, einer Verallgemeinerung auf Riume beliebig hoher 
Dimension fihig ist, die spiiter zur Sprache kommen soll): 

x) ,»Wenn ein Kegelschnitt f einen andern o 
trigt, so gehdért zur ganzen (dreifach unend- 
lichen) Schaar von Tangentenvierseiten von 9, 
die Polvierseite von fsind, eine (dreifach unend- 
liche) Schaar von Kegelschnitten, die alle auf f 
und @ ruhen. 

Jedem Vierseit gehért ein solcher Kegel- 
schnitt zu und umgekehrt. Andrerscits ist diese 
Kegelschnittschaar auch die vollstdéndige auf f 
und gruhende Schaar. 

Reciprok gehért zur ganzen (dreifach unend- 
lichen) Schaar von Punktvierecken von f, die 
Polvierecke von @ sind, die (dreifach unend- 
liche) Schaar von Kegelschnitten, die f und 9 
stiitzen.“ 

Hine weitere Verwerthung dieser Sitze (t) (x) wird bei 
der Theorie der Involution vierten Grades ihre Stelle finden. 

50. Wir gehen jetzt tiber zur niheren Erkliirung des 
Satzes (8), der den Zusammenhang der Hesse’schen Poldrei- 
seite mit unsern Polvierseiten betrifft. Die Hauptgleichung 
(12) a, = 0 fiir die N, umschriebenen Polvierseite von f kann 


man auch, gemiiss der allgemeinen Zerlegung (Nr. 21) in der 
Form schreiben: 

(30) (a, 5 + 4, 9, + 4 9, + 4, 5,) 

+ i, (a4, 5, + a, 5, + a, 5, + 4,6,) = 9 
wie die o die homogenen symmetrischen Funktionen der drei 
Argumente 2, A, 4, seien. (Wir schreiben jetzt bequemer 
Ay Ay Ay Ay anstatt der fritheren a, Bi77,.0.,) 


Im allgemeinen kann man von einem 'Tangentenvierseit 


, ‘ \ arg < a 
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von N, resp. (y), das Polvierseit von f ist, drei Tangenten be- 
liebig annehmen, dann ist die vierte eindeutig bestimmt, wie 
(30) zeigt. 

Bilden aber die drei Geraden (A, A, A4,) mit jeder 
andern Tangente von N, ein Polvierseit von f, so bilden sie 
bekanntlich ein Poldreieck von f. 

Da dann i, unbestimmt werden muss, so sind die 
(Hesse’schen) N, umschriebenen Poldreiecke von f dargestellt 
durch : 

(31) Q 5) 4, 0, + G5, -+- 6,6. —=.0 =A" 

a8, 4,0, -+ 4, 6, 4-6, 6. Oi ad* 
Die linken Seiten dieser Gleichungen sind nach §. 5 die dritten 
Ueberschiebungen der ersten Differentialquotienten von a} mit 
der variabeln cubischen Form (die das Poldreieck d. h. seine 
Seiten als Tangenten von N, darstellt). Daher kiénnen wir 
mit Riicksicht auf die Darstellung conjugirter Gruppen (§. 4, 5) 
die Iormel (81) so in Worte fassen : 

(8) ,Die (einfach) unendlich vielen » um- 
schriebenen Poldreiseite von f, die in Folge der 
Apolaritit vonfundg nach Hesse existiren, sind 
hinsichtlich ihrer Argumente auf 9 dargestellt 
durch dieInvolution dritten Grades, die conju- 
girt ist zur Involution der ersten Polaren der- 
jenigen biquadratischen Form, die die Schnitt- 
punkte (f¢) auf» darstellt.¢ 

Diese 'Tangententripel auf @ sind dann selbst wieder die 
Polaren einer andern biquadratischen Form ax, deren Punkt:- 
quadrupel (nach Nr. 40 und (4)) ein Kegelschnitt f “zugehort, 
der  triigt und dieselben vier Tangenten wie f mit ihm 


gemein hat. 


Umgekehrt kann man (§. 17) anstatt von der Form Ay 


<4 
x 
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resp. @ von einer ganz beliebigen Involution dritten Grades 


auf m ausgehen. Denn zu ihr gehort eine ganz bestimmte 
- biquadratische Form a, deren Polareninvolution die gegebene 


- ist (und deren F unktionaldeterminante die Hesse’sche Form 

von 4) ist). 

3 Dies liefert den (bekannten)*) Satz, der hier als Spezialfall 
von (C) auftritt: 


G) ,lrgend zwei einem Kegelschnitt 9 um- 
schriebene Dreiseite sind Poldreiseite eines be- 
stimmten zweiteng stiitzenden Kegelschnitts f. 
Dann giebt es eine ganze (einfach unendliche) 
Schaar (Involution) von solcheng umschriebenen 
Poldreiseiten von f.% 


51. Die Vergleichung dieses Satzes mit dem andern 
gleichfalls bekannten : 

A), Dureh die Ecken gweier einem Kegel- 
schnitt pumschriebenen Dreiseite geht ein ganz 
bestimmter zweiter Kegelschnitt H. Dann giebt 
es eine ganze (einfach unendliche) Schaar (In- 
volution) von gumschriebenen Dreiseiten, deren 
EekenaufH liegen.* 
wird den Ausgangspunkt einer ausgedehnten Theorie bilden, 
deren erste Elemente hier bei der Theorie der biquadratischen 
biniren Form auftreten. - 

Sehen wir zuniichst, wie dieser Satz (A) aus der Betrach- 
tung der orm 

(12) a, = 0 
fliesst., Diese konnte durch die beiden Gleichungen 
| (81) 4, = 0, 4, = 0 
ersetzt werden, denn umgekehrt lisst sich aus diesen wieder 
a, zusammensetzen. Die Gleichungen (31) lassen sich, wenn 
man auf sie den Prozess, durch den a, = 0 in die Form 
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(30) A; + 4, A, = 0 
iiberging, noch einmal anwendet, auch so schreiben: 


A, = (dy % ot ar uae a, t,) =f i, (a, V% + a, 2 Uy + a, 3 Te) = 


32 a 
oe) A, = (4, %) + % T, 4, T) A, (4,7, + 4, t, + a, 7) = 


(Au +A; Ay 
\4,, + A; Aye 


(wo die t aus den xwei Argumenten , i, gebildet sind), die — 


durch Elimination von A, in die eine Gleichung iibergehen : 
| 
(33) ea =f = Hi = 0. 
[28 22 r 
Dann stellt jedes Werthsystem A, 4, (d. h. t,), das dieser Glei- 
chung H = 0 geniigt, zugleich ein solches dar, das auch die 
Gleichungen (31) befriedigt. 

Damit ist mit Riicksicht auf die Bemerkung, die dem 
Satze (¢’) voranging, der Satz (A) bewiesen und zugleich in 
Beziehung zum Satze (¢’) gesetzat, die sich so formulirt: 
| v) ,Der Kegelschnitt H, der nach Satz (A) durch 
die Kcken der nach Satz ({) » umschriebenen 
Poldreiseite vonf geht (wofund » apolarsind) 
ist durch (35) dargestellt.¢ 

Und da fiir A, = A, = A die linke Seite von (33) in die 
Hesse’sche Form H von (15) a; iibergeht, andrerseits aber 
dieser Process das Quadrupel der Schnittpunkte des Kegel- 
schnitts H mit dem Nor mkegelschnitt liefert, so resultirt daraus 
mit Beniitzung des Satzes y der weitere Satz: 


) »Trigt ein Kegelschnitt f einen andern , 
so geht durch die auf » liegenden Berthrungs- 
punkte der gemeinsamen Tangenten von fundg¢ 


derjenige Kegelschnitt H, dem alle © umschrie- — 
benen Poldreiseite von f einbeschrieben sind. 


Gehen wir, um die Natur der Gleichung (33) besser zu 


oe are , 


= 
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erkennen, von einer beliebigen Involution dritten Grades 
& +--+ ky) (was nach dem Fritheren erlaubt ist) aus; Wo 


ae eae 
Gy) oe COE aoe 
deren Wurzelsysteme dargestellt sind durch (cf. §. 3) 
(35) t Z U, 8, +u, s+ u, 5, u, 8s, = 0 
eV Say Ue Ona, US. =) 
wo die w, y mit den w, v durch die Relationen verkniipft sind: 
(36) (ay), = (wv), % &, tm = 0, 1, 2, 8) oder Hikes 


so erscheint H, jetzt in der Form (in der wir es als H, be- 


= Vm? 


 zeichnen): 


u, S, + 4; 8, + uM, 8, U, 8 + U, 8, + 4, S, 
De Sock YS sais 5.) r, +2, 8, +4, 8, 


= $ Tor 85 1 Lor + 85 83 (og = Sie) st Vet, 5 igh s Joss 
Soll daher irgend ein Kegelschnitt 


(Soak = ko o + 2k,, o,o,+... 


in die Form (37) gebracht werden kénnen, so ergiebt sich 


(37) H, = 


durch Proportionalsetzen der Coefficienten und Anwendung 
der zwischen den q geltenden Relation 


(89) G1 o5 F Yoo Yer 1 %3 Lie = 9 
fiir die / die Bedingung*): 
(40) Fig Bisg — 4 Boy Big H+ By (2 Bog + Bie -0; 
Man kann daher auch so sagen: 


vy) ,Kann man die Coefficienten eines Kegel- 
schnitts (88) als Liniencoordinaten auffassen, 


in der Weise, dass man setzen darf: 
(at) 2 hey = Dor 20 hy, = Pow» Ph, = Pox» 
P King = Pog) 20 ies = Pian P (2h, AG ki.) cme Pay 


so giebt es ein (und damit unendlich viele) Drei- 
: - 
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ecke, dic dem Normkegelschnitt N,um- unddem 
Kegelschnitt (38) einbeschrieben sind. 

Daher gehen durch ein gegebenes Punktquadrupel 
auf NV, zwei solcher Kegelschnitte ; die respectiven Dreiecke 


6 


sind Poldreiecke von zwei andern Kegelschnitten, die N, 
stiitzen und N, in den resp. Quadrupeln ay, a, treffen, deren 
Hesse’sche Form beidemal / ist (cf. ()). 


Wir kommen auf die Relation (40) noch einmal zuriick 
bei der Betrachtung der biquadratischen Form auf den’ cubi- 
schen Raum- (Norm-)Curven, und werden dort sehen, dass 


unter der Schaar linearer Complexe (cf. Nr, 43), die dieselben~ 


vier Tangenten (H) der Curve gemein haben, die beiden 
Complexe (40) die der Schaar angehérigen speziellen sind. 

In der That ist der Kegelschnitt H, durch die Involution 
(34) auf N, gerade so bestimmt, wie die Gerade (die Axe des 


speziellen linearen Complexes) durch dieselbe Involution auf 


__N, (ef. Nr. 36). 


18. 


Sn 


Die canonische Form der Kegelschnitte J” und H. 


oa 


52. Wir gelangen jetzt zur Theorie der canonischen 
Formen der beiden mit einem Grundkegelschnitt gy in der an- 
gegebenen Weise verkniipften Kegelschnitte f und H und 
werden dabei erkennen, was wieder als Ausgangspunkt viel 
ausgedehnterer Untersuchungen erscheinen wird, dass die ge- 
wohnliche auf unsere Siitze der vorigen Nummern beziig- 
liche canonische Form jener Kegelschnitte geradezu 
identisch ist mit der gewéhnlichen canonischen Form einer 
biquadratischen biniiren Form (und zwar unserer Grund- 
form a) resp. ihrer dadurch bestimmten Hesse’schen. 


Zu diesem Zwecke leiten wir vorerst zwei Hauptformeln 


“se 
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ab, die fiir das Folgende (dieses Abschnitts) gentigen werden. 
Diese entspringen der Frage: 

» WVelche Form nimmt die Gleichung der Kegel- 
schnitte f(a.) und H (H? >) an, wenn die Grundform 
a, als Summe von vierten Potenzen auftritt?é 

I. Die Gleichung des ersten Kegelschnitts war: 
lcd. 9. (4, 5, + a, o, +4, 5,)+ 9, (a, «+4, 9, 
+ a, 9) +6, (a, 4, +4, 9, + 4,0) =0 
wo die Klammerfaktoren aus den zweiten Differentialquo- 

tienten von a) durch Polarisation nach 1,,A, entstehen. 


Ist nun 
(42) a = dv, (A+ Ca =f 
so werden die zweiten Differentialquotienten (durch die Zahl 
12 dividirt ecanent): 
(43) fi, = mae (A + a)” i a, (A + a,)° 
ibs = dy, a, (A+ a)" ) 
mithin wird, wenn man zur Abkiirzung setzt: 
aps 2 
COs ya op Clee OP 
die Formaz (41) jetzt nacheinander folgende : 
(45) a, = 9, X(v, A) + 9, 2 (v, @ A) +9, 20, a, A.) 


= a AN(S, (0. & = o, %) = ma A‘ 


II. Die pens des zweiten tee eeohnitt war: 
| 
a, Fy + a, 9, + 4, 9, A, Fy A, 9, + Ms Sp, 
G, 9) + a 5, + 4, 9, A, 5, + M, 9, +H Hy Sp 
also nach der Entwicklung von [: 


X (v, A,); m4 (v, %, Ay) 


(46) H, = 


2) eee 
4D) He= bs yaA), 20,28 A) 
ji i 


7) 
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oder nach leichter Rechnung: 


(48) HE = EE (yA, A | — 4) 


53. Wenden wir diese Ergebnisse auf die N, (y) um- 7 
schriebenen Polvierseite und Poldreiseite von f an. : 
Beniitzen wir den schon 6fters herangezogenen Hiilfssatz : 
»Sind die Formen a und 05 apolar, und seien ihre 
Wurzeln resp. «, 8. (@= 1, .. 4), so ist sowohl (und nur 


dann) 4 


i=4 
4: ‘ 4 
a, in der Form & a, (A—«,)” als 


is 


i=—4 
b; in der Form & b. (A—B.)* 


i i=1 i 
darstellbar* oder in anderer Fassung: 
i=4 
,Soll ai in der Form ¥ a, (A—a,)" darstellbar sein, so 
i! 


miissen die a, der Gleichung a. = 0 geniigen und umg.* 
1 8 ; 


so kénnen wir sagen: 
0) »Der den Normkegelschnitt stiitzende 


und aus ihm das Quadrupel a, ausschneidende 
Kegelschnitt fistimmerinder Form 

“sy at = ix pr ixt Me 

Sarees Ys te (5, + 9, & + 9% %) 

darstellbar, wo die a, irgend ein Werthquadrupel 
der N, umschriebenen Polvierseite von f dar- 
stellen.“ 

Oder, da die A, = 0 gesetzt, die Geraden dieses Polvier- 


seits selber vorstellen: 


0,) ,Der einen Kegelschnitt 9 stititzende Kegel- 


schnitt f nimmt, auf irgend eines seiner » um- 
schriebenen Polvierseite bezogen, die Form 
(45)’ an, 
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Umgekehrt kann man von irgend einem der sechsfach un- 
endlich vielen Polvierseite eines beliebigen Kegelschnitts f 
ausgehen; durch dieses ist ~ eindeutig bestimmt und damit 
_ die Gleichung (45). 

Nun ist aber bekanntlich irgend ein Kegelschnitt f, auf 


eines seiner Polvierseite y, = 0,...y, = 0 bezogen, stets in 


4 

die Form zu bringen: 

: (49) ey =O. 

Man gelangt daher, von dieser Form riickwiirts aus- 

gehend, falls man ¢ zum Normkegelschnitt macht, wieder zur 

iy 4: 

Form a}. 
Entsprechend geht der zweite Kegelschnitt H, bezogen 

auf die Polvierseite von f, in die Form iiber : 


i=4 k=4 , 
(48)’ es = i (V,%. Ay Ay (a,—a,,)") 


Diese Form wird erst von Interesse, wenn wir, wie 
gleich geschehen wird, als specielle Polvierseite von f die Pol- 
dreiseite in’s Auge fassen. 

& 


54, Bleiben von den Gréssen «, aus deren vierten Po- 


tenzen sich a} linear zusammensetzt, drei fest, wihrend die 
vierte unbestimmt wird, so kann man die letatere gleich 
der Variabeln } nehmen und erhilt dann: 


i=3 
(50) ay = 2 a(A— 0,) 
re | 
Diese Tripel at, erfiillen dann nach Nr. 50 die Relationen 


(31) A, = 0, A: —_() 


\ 


d. h, sie sihd die Tripel der N, umschriebenen Poldreiseite 
von f. . 
Dann nehmen, auf ein solches Dreiseit bezogen, die 


Kegelschnitte /, H die Formen an: 
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f= ber iss =) v, (6, + 9, % +9, a)” —=0 
i=! it 
cay —a,)  (%—o iy —o AS 
H=H?=v,v,V,A,A5 al Re cae +-— , Ay Be 5 A, =0 
woraus die geometrische Eigenschaft des zweiten Kegelschnitts, 


den N, umschriebenen Poldreiseiten von fumschrieben zu sein, 


in die Augen springt. 

Damit ist aber wieder die Umkehrung des ganzen Ver- 
fahrens in folzender Weise erméglicht. 

x) I. Zwei Kegelschnitte ¢ und fmégen in der Beziehung 
stehen, dass es ein ~ umschriebenes Poldreiseit von f giebt. 
Dann ist die Gleichung von f, wenn y, = 0, y, = 0, y, = 0 
die Seiten des Dreiseits sind, immer in die Form zu bringen: 

(92) f= pe FE ee te 

(Ist ¢ mit dem Dreiseit gegeben, so stellt (52) bei varia- 
beln » die ganze Schaar der zugehorigen Kegelschnitte f dar.) 

Ist dann auf ¢ ein Parameter ausgebreitet und seien 
%, %,, %, die Argumente der Seiten des Dreiseits (oder, wenn 
man will, ihrer Beriihrungspunkte auf 9), so trifft f den 
Kegelschnitt pinden Punkten ; 


(53) ay, =p, (A— a). + p, (A — a.) +p, A— a.) 
Des Weiteren stiitzt f den Kegelschnitt 9, und zwar 
ergiebt a, =0*) die Argumente der Quadrupel der 
p umschriebenen Polvierseite von f; A, = 0, A 


die der Tripel der » umschriebenen Poldreiseite 
von etc. etc. 


*) Und zwar nimmt a, dann, wenn wir mit A,(o) (51) bezeichnen, 


dass A; in den o geschrieben ist, die einfache Eorm an: 
8 
— y — 
a. = oh A,(o) Aj (t) = 


8 


wo die o aus a Ay die t aus Ag Ap und die (links stehenden) s aus 
Ay Ag Ay 4 gebildet sind, 


a 


eens 


= 
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m) II. Zwei Kegelschnitte » und H mégen in der Be- 
ziehung stehen, dass es ein ¢ um- und f einbeschriebenes Dreieck 
giebt. Dann lisst sich, wenn 2,=0, 24, = 0, 2, = Odie Seiten 
des Dreiecks sind, f immer in die Pera bringen: 

io etree 
Oh S++ 2=0 
_ (Ist ¢ mit dem Dreiseit gegeben, so stellt (54) bei vari- 
abeln 1’ die ganze Schaar der zugehérigen Kegelschnitte 
H dar.) 
Sind B, die Argumente der drei Seiten 2, (als Tangenten 


v 


von ~) so trifft H den Kegelschnitt » in den 
Punkten: 


Af , ’ 


Bb ee - eo 
OS) = oat Oa + Oe 


Das Dreiseit ist dann zugleich Poldreiseit eines 
zweiten Kegelschnitts f: 
(56) M, 2; + M, z+M, Pea) 
wo die M mit den p’ durch die Relationen ver- 
kniipft sind: 
1) oy = OP 


Dann lasst sich wieder der Satz Il. anwenden, 
undzwarsind dannalle Poldreiseite von f, dieg 
umschrieben sind, zugleich H einbeschrieben 

etc. etc. 

Damit ist denn in der That die gegenseitige Zuritick- 
fiihrbarkeit der canonischen Formen der Kegelschnitte (52) 
(54) auf die beziiglichen der biquadratischen Form (50) und 
ihrer Hesse’schen (55) und umg. dargethan. 

55. Daran schliesst sich nun unmittelbar die Bedeutung 


der Invariante j der biquadratischen Form a. Denn diese In- 


: ; Se eget 
variante verschwindet bekanntlich, wenn es méglich sein soll, — 


a, als Summe von zwei vierten Potenzen darzustellen. 


Dies geht in der That aus der Zusammensetzung der Form 


a, sofort hervor. Denn soll es ein Werthepaar @,, 2, (t,) geben, 


das mit jedem Werthepaar ,, 2, (¢,) ein a, = 8) befriedigendes r 


Quadrupel ergiebt, so miissen in der Gleichung 


~ oa 
: 39 


is 


, = Ty (My Sy + 8, + My 82) + (4, 8) + My 8, FO, 5) 


+ 7, (a, 5, + a, 5, + a, $,) = 0 
die drei Klammerfaktoren verschwinden, was (fiir ein be- 
stimmtes Werthepaar) unter der Bedingung 


M a 1% 


(58) j =, a, d, = O stattfindet. 


1 
a, a, a 

Dann bilden «,, %, auch mit jedem Werthe A ein den 
Gleichungen 


» (81) 4, = 0, 4, = 0 


gentigendes ‘T'ripel, so dass es erlaubt ist, in der Form (50) 
(50) a =} a, (A— a) 


BaNich X zu nehmen, hide sich die erste Seite redu- 


~ 


te auf: 


(59) a, (Aa) + a, (Aa) = a, 


e) »Dann zerfiallt, wie aus (51) ersichtlich, der Kegel- — 


schnitt f in die beiden Geraden 
(60) Ya, 4, + Va, 4, =0, Va, 4, — Va, 4, = 
sowie der Kegelschnitt H in die beiden andern 
(61) Ava -0;,A v=" 
Das erstere geht ey daraus sofort heryor, dass 7 mit Bey 


Determinante des Kegelschnitts an identisch ist. 


Andrerseits sind dann die vier Wurzelwerthe von a, har- 


9 


Die Reye’sche Apolaritiit und die Normeurven... 107 


monisch zu einander, etwa (A, A,) zu (A, X,). Dies geht auch 
aus (60) mit Hiilfe des Fundamentalsatzes der Nro.31 hervor. 
Denn aus ihm leuchtet ein, dass die Geraden (60) in Bezug 
auf den Kegelschnitt N, (~) conjugirt sind, d. h. dass ihre 
_ Schnittpunktepaare mit demselben zu einander harmonisch 
liegen, zugleich aber auch, dass das zu den beiden Ge- 
~raden harmonische 'Tangentenpaar (61) den zwei Argumenten 
(a, %) zugehdrt, das sowohl zu A, A, als zu A, 2, harmo- 
~ nisch ist. 

Aus (61) ist auch das bekannte Resultat abzulesen, dass 


4 
rn 


zwei doppeltziihlende Wurzeln besitzt. 


wenn die Invariante 7 der Form a, verschwindet, die Hesse- 


4 
d 


Die angegebene Bedeutung des Verschwindens von j fiir 


sche Form H von «a 


3 den Kegelschnitt f wird auch weiterhin vielfache Verwendung 
_ finden. 


56. Die Bedeutung der Hesse’schen Form H von a, ist im 


-Obigen schon nach mehreren Seiten hin untersucht worden. 
Wir heben noch eine hervor, die unmittelbar aus (33) folgt und 
im Satze (i) schon implicite steckt: 

o,),Unter den simmtlichen einem Kegelschnitt 
g umschriebenen Poldreiseiten eines andern 
stiitzenden Kegelschnitts f befinden sich vier 
specielle vonderArt, dass zwei der drei Seiten 
coincidirt sind, 

Diese doppelt zihlenden Geraden sind die 
gemeinsamen Tangenten von/fund 9.“ 

Da aber der Process, durch den HausH; (33) entsteht, auch 


so aufzufassen ist, dass man aus den beiden Gleichungen 
M (ap ba) 2A (a, p+ a) +, p+ a) = 0 
XM (a, p+ a.) +24 (a, p+ a) + (4, + a) = 0 


 eliminirt, so ergeben sich andrerseits die, vier Geraden (Tan- 


(62) 


Fe tes wok eg ee Oe ee 
; : ; eT 
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genten von N, (¢)), die mit den (doppelt ziihlenden) Geraden H 
die vier ausgezeichneten Poldreiseite von f liefern, durch Eli- 
mination von A aus (62). 1 
Dies liefert daher eine andere Covariante vierten Grades, 
die dann bekanntlich immer von der Form f +- k H sein muss. 
Durch Ausrechnung ergiebt sich leicht, dass diese neue. 


4 


Covariante folgende ist 
(63) P=2 7 —31H=0. 

Aus der Eigenschaft der Kegelschnitte f, H folgt dani 
sofort: 

o,),Die Beritthrungspunkte der den avolarem 
Kegelschnitten f, 9 gemeinsamen Tangenten auf 
g sind die einzigen Punkte auf, deren Polaren 
in Bezug auff wieder Tangenten vong sind. Die 
letzteren sind durch die Gleichung (63) P = 0 ge- 
geben. Der Kegelschnitt H (der durch die Be- 
riihrungspunkte der gemeinsamen Tangentenf, 9 
auf » geht) beriihrt die vier Tangenten P=Oin 
ihren Schnittpunkten mit jenen gemeinsamen 
Tangenten vonf und o.* 

57. Die Bedeutung der Covariante sechsten Grades 


f, f, 


64) @ = 
: I, H, 


wird sich in ihrem vollen Umfange erst in der Theorie der 
Involutionen vierter Ordnung iibersehen lassen, indem ja 
alle Kigenschaften der Funktionaldeterminante einer solchen 
Involution sich fiir © specialisiren lassen. 

Mier mégen nur die beiden zuniichst liegenden Higen- 
schaften von @ Platz finden. 


Theilt man die Wurzeln von a, (und dies ist auf dreifache 


Weise méglich) in zwei Paare, so giebt es drei Werthepaare, 
von denen jedes zu zwei solchen Paaren zugleich harmonisch 
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st: dies sind bekanntlich die drei Wurzelpaare von 0 = 0 
d. h. hier (mit Hiilfe des Satzes der pg. 106) 

.t,) ,Die Ecken des den Kegelschnitten des 
Biischels, die auf einem gegebenen (9) das Qua- 
drupel a, ausschneiden, gemeinsamen Polardrei- 
eckssind durch 0 = 0 dargestellt.¢ 


Legt man einem dieser drei Wurzelpaare die Argumente 
ee . ’ s _ 4-4. ° 

0, «© bei, so verschwinden in a, die Coefficienten a,, a,, und 
die Gleichung a, = 0 (30) wird daher fiir diese canonische 


Form von a: 


(65) a, = (a, 9, + a, 5,) +A, (a, 5, + a, 6,) = 0. 

Daraus folgt aber sofort, dass sowohl der Werth 0, drei- 
fach gezihlt, mit dem Werthe oo , als umgekehrt der Werth o, 
dreifach gezihlt, mit dem Werthe 0, je ein der Gleichung 
-@ = 0 geniigendes Quadrupel bilden. Daher kénnen wir auch 
sO sagen: 

t,) »Die drei den Wurzelpaaren von © zuge- 
hérigen Tangentenpaare auf ¢ haben die Higen- 
schaft, dass jedes von ihnen (indem man je eine 
der Tangenten des Paares dreifach rechnet) ein 
Paar von Polvierseiten des zu ¢ apolaren Kegel- 
schnitts f-darstellt.¢ 
Diese Higenschaft kommt aber thatsichlich, wie leicht zu 
‘sehen, wieder auf die des vorigen Satzes zuriick, dass das 
Dreieck der drei Punkte (Wurzelpaare) © = 0 sowohl Polar- 
dreieck von ¢ als von f ist. 


58. Das Verschwinden der Invariante 2, da dann a, zu 


‘sich selbst apolar ist, hat wegen der sonst bekannten Higen- 
schaft den Satz zur Folge (cf. pg. 70, 80 und Nro. 83): 

y) ,lraigt ein Kegelschnitt f einen anderng, 
so bilden die Tangenten an g in den Schnitt- 


fi she ans ARES SNe eee 


od 4-H 


110 Die Reye’sche Lara's aid die Normeurven. 


punkten beider nur dann ein Polmiersere yon f, 
wenn das Schnittpunktquadrupel ein aequian- 
harmonisches ist und umgekehrt.* ,Ausserdem 
sind alle » umschriebenen Poldreiseite von f 
apolar zu einander.* 

Dies seien die Siitze tiber die Darstellung der biquadrati-_ 
schen Form auf einem Kegelschuitt, deren manche schon be-. 
kannt sind und die wir nur einer gewissen Vollstiindigkeit 
wegen zusammengestellt haben, um auf sie bei den spiteren | 
schwierigeren Untersuchungen als auf den einfachsten Typus_ 


zuriickgreifen zu kénnen. 


~~ ee 


8.19. 


Die Darstellung fer biquadratischen bindren Form auf dee 4 
cubischen Normcurve. 


—— 


59, Das Folgende bildet eine erste Ergiinzung und Weiter- 
fiihrung der Theorie der cubischen Normcurven (§. 12 ff.), 
speciell der Theorie des linearen Complexes a, = 0, soweit es | 
mit Beniitzung der Methoden des §. 17 méglich ist. ; 

Die damals (pg. 79) spaetetes Fundamentaleigenschaft — 
dieses Complexes mége hier kurz recapitulirt werden. 


a) ,»Der lineare Complex X a, = 0 wird gebildet 


von den Treffgeradenpaaren der Tangentenqua- | 
drupel der cubischen Curve, deren Argumente 
die Gleichung a, = 0 befriedigen oder, was das- 


selbeist, diezua, conjugirte Gruppe bilden.* 
pspeciell enthilt er die Congruenz, deren 
Directricen die beiden Treffgeraden des Tan- 


gentenquadrupels a, sind.¢ 5 


Das letztere Quadrupel bildet gerade die vier 'Tangenten, 
die der Complex mit der Curve gemein hat. Umgekehrt aber 
gab es ein ganzes Complexbiischel, dessen Individuen alle’ 
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diese vier Tangenten nebst der Congruenz ihres Treffgeraden- 
_ paares enthalten. Unter ihnen befand sich auch der Nulleom-- 
o plex der Curve, so dass das Complexbiischel dargestellt war 
durch: 
: (1) Pea NOP =) =a), 

Wie nun diesem Biischel in der Ebene (cf. §. 17) ein 
Kegelschnittbiischel entsprach, und zwar dem Nullcomplex der 
Normkegelschnitt und dem andern (a, = 0) der den Norm- 


Vee Pega, ee Py 


kegelschnitt stiitzende und das Quadrupel a, ausschneidende 
ee Kegelschnitt, so kann man auch hier fragen: 
W odurch ist der Complex a= 0 unter den 


z Complexen des Biischels (1) ausgezeichnet? 
a Dies ergiebt sich leicht so. Die Sebnen (,) der Norm- 
curve, die einem beliebig gegebenen linearen Complex 
(2) og r==0 
(wo die q beliebige Coefficienten sind) angehéren, waren dar- 
gestellt durch die Gleichung (pag. 75): 


2 
(3) (45555 +%5 1%) +9972 +419 y+ bee 9; eos 2)9,9,0. 


Die Gleichung fiir die dem 22) (2) angehorigen 


3 Pps mit p,, oder auch von 3 q,, mit g,, hervor. Soll aber der 


( Axen der Curve ging aus der letzten durch Umtauschung von 


Kegelschnitt (3) den Normkegelschnitt stiitzen, so miissen die ~ 


Coefficienten von o, und 2 6, o, einander gleich sein d. h. 


¢ 
V2 


(4) WRT aay 3 o3 — 3 oder 3 qos = Tyo" 


Fir die Gleichung des Complexes a, = 0 ist: 
(5) 09,5 = 3G, PA, = % als03q,, = 4, 
Dies liefert aber den Satz: 
8,) »Unter allen linearen Complexen, die vier 


feste Tangenten (a,) einer cubischen Raumcurve 


enthalten, ist 
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tel) 
dadurch ausgezeichnet, dass die ihm angehorigen 
Axen der Curve die den ihm angehérigen Sehnen 
zugehirigen sind d. h. wo die beiden Ebenen einer 


solechen Axe (an die Curve) zugleich die Ebenen der . 


Punkte der entsprechenden Sehne sind.“ ,Oder 
kiirzer: der Complex a,=0 ist sich selber con- 
jugar t?*), ; $e. 

Oder, da ja (pg. 75) diese Sehnen und Axen eines linearen 
Complexes immer atif derselben Fliche liegen: 

8.) ,Die Fliche der Sehnen und Axen der Curve, 
die dem Complexe 

Ga) 

angehoéren, istin Bezug auf die Curve vollstindig zu 
sich selbst dualistisch.* 

Nun war der dem Complexe a, = 0 entsprechende Kegel- 


schnitt (§. 17) einfach gegeben durch: 
(6) a2 = 0 


~ 


wo (6) aus a@, = 0 hervorging, indem man von den vier in den 


S, steckenden Argumenten je zwei (etwa 4, = A, =A und 
A, = A, =A) gleichsetzte. 

In der That ist ja dann (cf. («)) das Treffgeradenpaar 
dieses Quadrupels (A, A, 4’, ’) aus Sehne und Axe (AQ’) gebildet 
und umgekehrt wird eine Sehne oder Axe immer nur yon 
einem solchen 'Tangentenquadrupel (A, A, 2’, 0’) getroffen. 

60. Greift man aus der Schaar der zu a, conjugirten Qua- 


*) D. h. in Bezug auf den Nullcomplex der ecubischen Curve. In 
der That ist ja irgend ein Geradenpaar in Bezug auf ihn (cf. pg. 75) ein 
conjugirtes, wenn die beiden Geraden durch Vertauschung von 3 Pog und 
Pyg in einander iibergehen, Mithin besteht der Complex a,= 0 nur 


aus conjugirten Geradenpaaren, 


a” + = 


= 
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drupel irgend zwei heraus, so bilden diese eine Involution 
_vierten Grades, deren es also eine vierfach unendliche Schaar 
giebt. 

Nach Nro. 44 (pg. 80 f.) liegen die Treffgeradenpaare aller 
‘Tangentenquadrupel einer Involution vierter Ordnung auf einer 


Flache zweiter Ordnung, deren mit der Curve gemeinsame 


Ebenen die (Schmiegungs-) Ebenen in den ihr mit der Curve 
gemeinsamen Punkten sind und zwar bilden sie die eime Regel- 
schaar dieser Fiche. 

ys olcher Regelschaaren, die nach dem Haupt- 
satz (a) alledem Complexea, = OVangehéren, giebt 


~ esalsoeineviertachunendliche Schaar.* 
Unter diesen Regelschaaren giebt es gewisse ausgezeich- 


nete, die mit den Covarianten von a, in der engsten Beziehung 


mt 
stehen. 


Vor allem verdienen diejenigen unsere Aufmerksamkeit, 
die drei Tangentender Curve enthalten und die uns 
auch spiter von ganz anderer Seite her wieder begegnen 
werden *): 

Haben nemlich alle Quadrupel emer in der zu a, con- 
jugirten Gruppe enthaltenen Involution einen festen cubischen 
‘faktor (mit den Wurzeln 1,, A,, A,), so wird das vierte Argu- 

ment 2,, das mit den drei ersten ein Quadrupel liefert, das der 
Gleichung a, = 0 geniigt, unbestimmt und es sind somit (cf. 
pg. 96) zur Bestimmung eines solchen Tripels A,, A,, , die 


- Gleichungen vorhanden: 
ee a ee 
A, = 4,8, + 4,5, +4, 5, + 4, 5, =9 


2) Nemlich als Specialfall der Regelschaaren, die drei Axen (Sehnen) 
der cubischen Curve enthalten, die in der Theorie der biquadratischen 
Inyolution eine hervorragende Rolle spielen. 

Unter Regelschaar ist tibrigens immer nur eine solche zweiter Ord- 
nung verstanden. 


W. Fr. Meyer, Apolaritiit. 8 


<7 
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Dann aber sind die Treffgeraden der einem solchen Tripel 


zugehérigen Involution vierter Ordnung offenbar die Geraden- 


schaar des durch die drei Tangenten A,, A,,A, bestimmten 
Hyperboloids, der diese ‘Tangenten nicht angehoren, 

Soll umgekehrt eine drei Tangenten der Curve tretfende 
Regelschaar dem Complex a, = 0 angehéren, so gibe es noch 
unendlich viele vierte ‘l'angenten, die mit jenen drei ei Qua- 
drupel a, = 0 bildeten, d. h. 2, wiirde unbestimmt und wir 
sehen daher: 

(y,) »Das Gleichungspaar (7) 

As —— A, i 
stellt alle (einfach unendlich vielen) Tangenten- 
tripel der Curve dar, deren (sie treffende) Regel- 
schaaren (zweiter Ordnung) dem Complexe 

Oo — 0 ea ete 
angehoéren.* 

Uber solche Regelschaaren vgl. auch Sturm pg. 1438. 

Riicken von einem solchen Tangententripel 2,, A,, A, zwei 
Tangenten zusammen (A, = A, = 7) so zerfillt die zugehirige 
Regelschaar in zwei Strahlbiischel, einmal in das von allen 
Geraden gebildete, die den Beriihrungspunkt der Tangente 4 
auf der Curve mit allen Punkten der angente 4, verbinden, 


und dann in das von allen Geraden erzeugte, die in der Ebene 


4 der Curve liegen und dessen Centrum der Schnittpunkt dieser 


Ebene mit der ‘Tangente A, ist. Diese beiden Strahlbiischel 
liegen also in zwei Ebenen des Complexes a, = 0, die den be- 
ztiglichen beiden Centren in ihm angehéren. Da man ausser- 
dem sogleich erkennt, dass in keinem andern Falle eine der 


durch (7) bestimmten Regelschaaren zerfallen kann, so ergiebt 
sich zuniichst : 


(y,) Es giebt unter den (langententripel-) Regel- 


-schaaren (7) des Complexes a, = 0 vier zerfallende 


See ee ee 


tt i =e * 


=" 


7 
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und zwar bestehen diese dann jedesmal aus zwei 
Strahlbiischeln des Complexes, deren Centrum 
fiir den ersten Biischel ein Curvenpunkt, deren 
Ebene fiir den zweiten Biischel eine Curven- 
ebene ist. 

61. Nun sahen wir (pg. 107), dass die Hesse’sche Form H 
von a, diese vier Werthe 4 repriisentirt, wiihrend die vier Rest- 


_argumente A, durch die Covariante P = 2 jf — 34 H gegeben 


wurden. Dies liefert den Satz, dessen ersten Theil man bei 
Sturm pg. 145 findet: 

(73) ,Die THessesche Form’ H*von a, ere iebst 
ein solches Quadrupel von Curvenpunkten, dass 
die ihnenim Complexea, = 0 zugeordneten Ebenen 
die Curve noch ausserdem (im PunkteA,) berthren. 

‘Diese vier Berihrungspunkte sind durch 
(8) P=2j9f -3% H=0 
dargestellt.‘ 

Oder in der vollkommen dualistischen Fassung : 

(y,) pls giebt vier ausgezeichnete Kbenen der 

furve, so dass der Punkt, der einer jeden durch 
len Compiex a, = 90 zugeordnetist, auf einer Tan- 
gente der Curve liegt.“ 
Das Ebenenquadrupelist durch P=2jf—37H, 
das Tangentenquadrupel durch i 


gegeben. 


Wendet man den Satz iiber die durch eine ‘l'angenten- 
involution vierter Ordnung auf der Curve bestimmte Regel- 
fliche. noch einmal auf f und H an (deren Funktionaldeter- 
minante ja die Covariante @ ist) so ergiebt sich; 

(6) Das Geradenpaar, welches das Tangenten- 
quadrupel des Satzes (y,) trifft, liegt mit de m- 
jenigen, welches das Tangentenquadrupel a, 


8 * 
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trifft, auf einer Fliche zweiter Ordnung, auf 


deralle Treffgeradenpaare der Quadrupel 
fk 
liegen, und die die Curve in den sechs Punkten 
6 = 0 schneidet, deren Schmiegungsebenen zu- 
gleich Tangentialebenen der Fliche sin d.¢ 
Auf andere Bedeutungen von 0 kommen wir weiter unten. 
62. Verschwand die Invariante j (pg. 106), so gab es ein 
Dupel (6,, 6,), das mit jedem Dupel (A, A,) eim zu a) apo- 
lares Quadrupel bildete. d. h. 


(c),Verschwindet die Invariante y vona,, so 


”’ 
giebtes (und nur dann) eine dem Complexe a, =0 
angehérige Congruenz, deren Directricen zwei 
Tangenten (6, 6,) der Curve sind.‘ 


Dann wird bekanntlich die Hesse’sche Form von aly ein 


Quadrat (der quadratischen Form mit den Wurzeln 6,, 6,) 
und ist zugleich ein zu a, apolares Quadrupel, und identisch 
mit P. 

In der That ist dann nach dem letzten Satze evident, dass 


alle Regelschaaren (7) der Congruenz der beiden Tangenten 


6,, 6, angehoren, also-die Tangentenebenen der Curve, die zu- 
gleich die Complexebenen ihres Restpunktes sind, nur noch die 
Tangentenebenen 6, 6, sein kénnen, die noch durch 6, resp. 
6, gehen. Die Sebne und Axe (8,, 6,) gehéren der Congruenz 


des letzten Satzes an, mithin ist H zu ay apolar ete. 


Verschwindet j mit é (cf. auch §. 21), so fallen 6,, 6, (in 6) 
zusammen; a, erhiilt eine dreifache Potenz als Faktor, H wird 
eine vierfache Potenz. Geometrisch ist dann bemerkenswerth : 

(6) »Verschwinden ¢ und j, so wird der Com- 
plexa,=Oderart ein specieller, dass seine Axe 


eine Gerade wird, die sowohl durch den Punkt§ 


= =o tt eed tS ket: 4 > Sh ae 
% : - Gee a ty or at 
. . 3 


ee 


Pe 
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der Curve geht, alsinder Ebene 6 derselben liegt. 
Die Congruenz des letzten Satzes zerfillt dann 
indasStrahlenbiindel des Punktes 6 und das Ge- 
radenfeld der Ebene 3.¢ 
Was dagegen vom Verschwinden der Invariante 4 gilt, 
mag kurz aus Nro, 39 wiederholt werden. 
(j) »Verschwindeti, so wird der Complex a,=0 


ein specieller und seine Axe isteineim Nullcom- 
plex der Curve sich selbst conjugirte Gerade. 


63. Um jetzt auf die Covariante 8 vona, zuriickzukommen, 


r 
so wissen wir aus Nro. 57, dass ihre Wurzeln drei Paare ¢,, Ne 


(j= 1, 2, 3) bilden der Art, dass sowohl Qe). (A—,) als 
(Q—n,) (A—e,) zu a, apolare Quadrupel sind. Dies kénnen wir 
in Bezug auf den Complex zuniichst so ausdriicken: 

(,),Hs giebt drei Punktepaare (é, 4) die Wur- 
zeln von @) derart, dass sowohl die Gerade, die 
durch den Punkte, geht, in der Ebenee, liegt und 
die Tangentey, trifft, als die aus ihr durch Ver- 
tauscbang von ¢,mity, hervorgehende, dem Com- 
plexea, = Oangehéren.* 

Da weiter die aus den beiden Quadrupeln gebildete In- 
volution vierter Ordnung 

(9) A—e) A—4) {(@— 8) +FA—D)} 
sich aus dem festen Paare (e,, 4.) und der gewoéhnlicheu In- 
volution, deren Doppelelemente ¢, 7, sind, zusammensetzt, so 
haben wir mit Riicksicht auf Nr. 44 den Satz: 

(,) »Hs giebt drei dem Complexea = 0 ange 
hérige Regelschaaren zweiter Ordnung von der 


Eigenschaft, dass ihre Geraden ausser von zwei 


festen Tangenten ey 1, noch von den Tangenten-_ 
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paaren getroffen werden, deren Klementenpaare 
die gewéhnliche Involution mit den Doppelele- 


menten¢, 7, bilden.“ 


Fassen wir eine solche Regelschaar, die durch irgend ein 
‘langentenpaar der Curve eindeutig bestimmt ist, und zur Curve 
in invarianter Beziehung steht, noch niiher in’s Auge. 

Um ihre Gleichung in canonischer Form aufzustellen, 
machen wir die vorgelegte Curve zur Normeurve und nehmen 
das ‘lange: tenpaar 0, «© zum Ausgangspunkt. Dann ist jedes 


Tangentenquadrupel der vorgelegten Involution 
(10) Ap A +E mp’) 
von der Art, dass die Coefficienten von 2*, 2°y, wt ver- 


schwinden. Andrerseits war die Darstellungsform irgend eines 


‘Tangentenquadrupels (resp. ihres ‘Treffgeradenpaares) (pe. 68): 


(11) Buy 0-2 9g AB A (BPog FP yy) % BE 2D gM! A Dyg Be 
mithin ist die gesuchte Regelschaar die den drei linearen 
Complexen 


On pee Seite oe 
(12) Pie 0, Las 0, Pog TT Pye 30 
gemeinsame (gehért also der Congruenz des ‘Tangenten- 
paares 0, © an, wie es sein muss), 
Nun ist die eine Regelschaar der Fliiche zweiter Ordnung 
2 Pe Pith lee le eat EY, 
(13) mx, %, — x, a =0 
(wo m cin noch unbestimmter Coefficient) gegeben durch: 
me, + ke = 0 
ten wae ta 


mithin sind die Axencoordinaten einer Geraden der Schaar: 


(14) 


(15) doy = Moy =% 0G. = ™ 0Ag = ek, 0G,. = k, CU tm i 
Auch diese Schaar gehért der Congruenz des Tangenten- 
paares 0, oo (pj, = P,, = 0) an: soll sie auch noch dem 


Complex 


(16) 3p, + p,, = 0 == 3q,, + a, 


Oe ee Tepe re) ee 


_a-> oe 


— 
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ae so erfordert dies die Bedingung: 
(17) m+3=0 dh. 

18s ,»VDie einem Tangentenpaare Oe conden 
Normcurve in obiger Weise zugehérige Regel- 
schaar zweiter Ordnung ist die eine Schaar der 
Flichezweiter Ordnung: 

(18) 3a", +- LIS om Or 

Die Schnittpunkte einer jeden Fliche des Biischels (13) 
mit der Curve, sowie auch ihre mit der Curve g¢cmeinsamen 
Ebenen sind durch 

(19) Ie fe 0 
gegeben. 

Fiir unsere spezielle Fliiche des Biischels folgt dies aus 
dem Satze Nr. 44; man sieht aber, dass sie in diesem be- 
sonderen Falle durch die Forderung, die Schmiegungsebenen 
der Curve in ihren Schnittpunkten mit der Fliche seien 


zugleich Tangentialebenen der Fliche, noch nicht bestimmt ist. 


Inwiefern kann man nun unsere spezielle Fliiche des 
Biischels noch auf andere *) Weise, namentlich in Bezug auf 


den Nullcomplex der Curve, als invariante charakterisiren ? 


Aus den Gleichungen (15) ist sofort ersichtlich, dass unter 
allen Regelschaaren (14) diejenige, die einem linearen Complex 


*) Da das Flachenbiischel [ef. (27)] (13) dem Complexbiischel 
MPyg + Py = 0 eindeutig zugeordnet ist, dieses aber wieder dem 
Kegelschnittbiischel der Ebene, das den Normkegelschnitt in den beiden 
Punkten 0, o beriihrt, und ferner 3 pos + Pyo der symmetrischen 
Funktion 89 proportional ist, so erkennt man sofort (cf. tibrigens §. 20), 
dass der Fliche 3a) 2, + a, %, =O resp. dem Complex 39 3 + Py = 0 
derjenige Kegelschnitt des Btischels in der Ebene entspricht, der den 
Normkegelschnitt tragt. Daraus folgt aber nach Nr. 59 fiir den 
Complex 3p93 + Py. = 0 die Higenschatt, dass, wenn irgend eine 
Sehne der Curve ihm angehért, dies fiir die zugehérige Axe der Curve 


gleichfalls gilt, 
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(20) 7 Posy + Py = 0 
(wo 7 beliebig) angehort, durch 
(21) m+7=0 


bestimmt ist und umgekehrt. 


die Gleichung : 
‘ a — 
(23) 32, 2, — v7, %, = 90. 

Zuniichst springt daher in die Augen der Satz: 

(x,) ,»Die durch die Bedingung (22) characteri- 
sirte Fliche zweiter Ordnung (23) (des. Biischels 
(13)) liegt zu der durch die Bedingung (16) be- 
stimmten harmonisch in Bezug auf die beiden 
Ebenenpaare 


(24) 2, = 0, = 0; 7, = 0, x, = 0. 


Schreibt man ferner die Fliche (13) in Ebenencoordi- 
naten, so ergiebt sich leicht: 
(13°) «, u,— mu, u, = 0. 
Mithin ist diejenige Fliche des Biischels (13), die diese 
letztere (bei fest gedachtem m) triigt, keine andere als 
ize WY ee A Af) 
(25) Mx, ©, +- XL, %, = 0. 
Daher sind im Biischel (13) immer zwei zu den Ebenen- 
paaren (24) harmonische F lichen 
OR. ane Re ie ; Apne. 
(26) ma, x, —2,2,=0; max”, + 4,2, = 0 
solche, die sich gegenseitig stiitzen (oder auch: aufeinander 
ruhen), 


Speziell also hat man: 


(x3) »Die beiden ausgezeichneten Flichen des 


: 
: 
; 


Mithin ist diejenige Fliche des Biischels (13), deren 
Regelschaar (14) dem Nullcomplex der Curve 
(22) 39,,-— P, =U 
angehért (d. h. fiir die jede Gerade dieser Schaar in Bezug 
auf den Nullcomplex sich selber conjugirt ist), gegeben durch 


ry 
cae 


10 in Ch es eek eX 


i 
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-Biischels (13), nemlich (18) und (23) tragen sich 
gegenseitig.“ 

64. Den Zusammenhang zwischen den beiden Flichen 
(26) {resp. speziell (18) und (23)} kann man noch weiter ver- 
folgen, wenn man das dem Gleichungssystem (15) analoge 
aufstellt, das der anderen Regelschaar einer Fliche (13) zu- 

gehort. 
Dies ist zuniichst gegeben durch: 
(ma, + at = 0 
| atk «,=0 


mithin die Axencoordinaten einer Geraden der Schaar: 


(14") 


8 79g = Fg, = 0; 5 = 5 9,5 = Kes Vos = mK’, ¢,, = — KK. 
Daher gehért diese Regelschaar einer Fliche (13) auch 
dem linearen Complexe an (ausser den beiden Chey SA IE 
(20) pio wp. —0 
wiihrend die andere Schaar (15) dem anderen Complexe: 
(ausser den beiden p,, = p,, = 0): 
(28). "D5, = MP, == 0: 
Pi. = 0 resp. p,, = 0 selbst stellen die beiden speziellen 
Complexe des ganzen Biischels (27) oder (28) (bei variablem m) 
-dar, deren Axen die Curven-Sehne resp. Curven- Axe mit 
den Argumenten 0, o sind; ebenso p,, = 0 resp. p,, = 0 


die beiden speziellen Complexe, deren Axen die Geraden sind, 
die durch den Punkt 0 («) der Curve gehen, in der Ebene 
0 (co) der Curve liegen und die Tangente oo (0) treffen. 
Endlich sind p,, = 0, p,, = 0 die speziellen Complexe 
der beiden Tangenten 0, © selbst. Démmach gelten von der 
durch irgend ein Tangentenpaar einer cubischen 
Raumecurve durch die Bedingung des Satzes (t,) bestimmten 
zur Curve invarianten Regelschaar zweiter Ordnung folgende 
Higenschaften, zu deren Darlegung wir etwas weiter ausholen 


miissen ; 


s 2. wy a ff a aS per et | 
/ , AUR “ 7 ne: ee a. PRE 


ae. 3 4 yee, 
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,Die zu einem Tangentenpaare a, B der Curve gehorige — 


Sehne und Axe (s, «) bilden ein zweites Geradenpaar, sowie 
die beiden Geraden, die durch den Punkt @ resp. 8 der Curve 


gehen, in der Ebene « resp. 8 der Curve liegen und die Tan-— 


gente 6 resp. a treffen ein drittes Paar (a, 0). 

Diese drei Geradenpaare a, 8; s,o; a, b sind die drei 
Gegenkantenpaare eines Tetraeders, dessen Ebenen einmal 
die beiden Ebenen , § der Curve, sodann die beiden Ebenen 
durch die Tangenten @, 8 sind, die beziiglich durch die Punkte 
8, a gehen (desselben Tetraeders, das als Coordinatentetraeder 
(Nr. 30) diente, um die cubische Curve zur Normeurve zu 
machen). f 

Jedes der drei Gegenkantenpaare bildet die Direktricen 
einer Congruenz, die allen linearen Complexen eines Biischels 


gemeinsam ist (dessen zwei spezielle Complexe eben die beiden | 


Geraden des beziiglichen Paares zu Axen haben). Diese Com- 
plexbiischel bezeichnen wir einfach mit 
(29). [a, B];  [s, o]; - [a, B]. 

Insbesondere gehért dem Biischel {s, o] (d. i. dem 
Biischel von linearen Complexen, die alle mit der Curve 
dieselben zwei zusammenfallenden Tangenten- 
paare (a, 6) gemein haben) der Nulleomplex N der Curve an. 

Dann giebt es im Biischel einen weiteren zum Null- 
complexe in Bezug auf das Paar der speziellen Complexe 
harmonischen Complex N’. 

Die Regelschaar (zweiter Ordnung), die irgend drei line- 
aren Complexen c,, ¢,, c, gemeinsam ist, sei als Regelschaar 
(¢,, ¢,, ¢,) bezeichnet. « 

(A) ,Dann gehéren sowohl die beiden Regel- 
schaaren 

((a, 6, NV), (a, BN’) demselben Hyperboloid (H), als 
\(a, 6, N’), (a, 8, N) demselben Hyperboloid (H’) an. 
Beide Hyperboloide gehéren dem Biischel 


(30) 


‘ 
’ 
Y 
7 
\ 
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von Flaichen zweiter Ordnung an, deren Durch- 
schnittseurve aus den Geradenpaaren (a, b) (a, 8) 
besteht, und sind harmonisch zum Paar der 


Ebenenpaare des Biischels (Satz x%,) und tragen 
i 4 © 


sich (ruhen aufeinander) gegenseitig (Satz %,). 


Die Regelschaar (a, 8, N’) des Hyperboloides 
(Mf) ist der Ort der Treffgeradenpaare der Tan- 
 gentenquadrupel der Jnvolution (ef. Ss 
(31) (A—a) QB) (A—a)" ++ x A—B "4 
65. Dieser Satz bedarf noch verschiedener Erginzungen. 
2 Zuniichst ist leicht zu zeigen, dass auch die Regelschaar 
(a, b, N’) des zweiten Hyperboloid’s (H’) der Ort der Treff- 
geradenpaare einer ‘Tangenteninvolution vierter Ordnung 
ist und zwar der Involution: 
(82), (Aa) 2 (AB). 

In der That sind ja in der canonischen Form (ef. (15’) 

(28)) die Complexe a, b, N’ dargestellt durch: 

(83) 1D PY Ne vem d ae ae 

mithin ist die Darstellungsform (11) einer Geraden der ge- 
meinsamen Regelschaar dieser drei Complexe in der That die 
Form (32), deren Funktionaldeterminante (A—«)’(A—8)’ 
identisch mit der der Involution (31) ist, was auch schon da- 
raus erhellt, dass alle Flachen des Biischels (47) (/1') (13) 
mit der Curve die Punkte und Ebenen a, £ je dreimal ge- 
rechnet, gemein haben. Also hat man als erste Erginzung 
zum letzten Satze: 

(A,) ,Die Regelschaar (a, b, N’) des Hyperbo- 
loides (H’) ist der Ort der Treffgeradenpaare der 
Tangentenquadrupel derInvolution 

(32) (A — af +H (A — B)° 


d, h, aller Quadrupel, die aus zwei gu ernander 
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harmonischen Paaren der gewohnlichen Invo-— 


lution . : 


(84) Q — a? + bA— By" 


bestehen. 


Beide Involutionen (31) (82) haben dieselben 


Doppelelemente 
hy Cit. Bondy Bae 
66. Nun kann man aber auch umgekehrt zeigen, dass diese 
beiden Involutionen (31) (32) die einzigen sind, die gerade 
diese Doppelelemente besitzen (wiihrend es doch, wie 
sich spiiter ergeben wird, im Allgemeinen fiinf Involutionen 
vierter Ordnung mit denselben sechs Doppelelementen giebt). 
Den Beweis fiihrt man, wie folgt. Wir legen wieder das 
canonische Argumentenpaar 0, 0 der Normecurve zu Grunde. 
Kiner jeden Involution vierter Ordnung mit den Doppel- 
elementen 0, 0, 0, 0, 0, o auf der Normeurve entspriiche 
nach dem Satze Nro. 44 eine Fliiche zweiter Ordnung, die 
eben diese sechs Punkte und Ebenen mit der Curve gemein 
hiitte, so dass die beiden Tangenten 0, oo der Curve ganz auf 
ihr liegen miissten. Solcher Fliichen zweiter Ordnung aber, 
die durch die sechs Punkte 0, 0, 0, 0, 0, 0 so gehen, dass 
sie zugleich die beiden Tangenten ganz enthalten, giebt es ein 

Biischel *) 
(13) ma, #, + 4, w, = 90. 


*) Man sieht dies auch schrittweise so ein. Die ganze (dreifach un- 
endliche) Schaar der Flichen durch die angegebenen sechs Punkte ist 
folgende: 

1% gt hg ® CoP hg (Ixy xy — wv, wy) +h, (3 ay xy — 2 t) Hie, (3a, 25 — x3)=0 
=a etwas anders geschrieben: 
kay w+ Aw, wt + wv (3 my — “)-+yv (3 aw, 2 — x3) ml). 

Soll nun eine solche Fliche auch noch die Tangenten 0. © ganz 

enthalten, so miissen die Coefficienten von x, ae, dy beonsey verschwinden, 


1 
was zu (13) fiihrt, 
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Dies erfiillt dann aber auch die tibrigen verlangten Kigen- 
schatten. Greifen wir irgend eine der Flichen (13) heraus, so 


ae gehort ihre eine Regelschaar, sagen wir ft, den Complexen 

(ef. (15)) an: ; 

. (DONE a0 Do 0 

. yp den beiden BORIS e (cf. (15")) 
(36) i 0) C= 0. 

Soll daher #, der Ort der Treffgeradenpaare einer T'an- 


Dagegen die andere, R 


genteninvolution vierter Ordnung sein, so muss diese die Ge- 

 stalt haben (wegen der Darstellungsform (11)) 

2. (37) (a, ua, “peta, Ap’) hb, ep +b, de w+ bp?) =0 
n gleicher Weise die zu einer F,, (irgend einer Fiche des 
Biischels (15)) gehérige Involution: 

(38) (a, 0 a, 0p? + a, pt) +H 8, x! +B, Xu? + B, BY. 
Bezeichnen wir fiir den Augenblick mit p,,, ¢,,, die Grossen 
a, 4,| 


2, 8,) 68, 


und mit m.,, » gewisse Zahlenfaktoren, so ist die /'unktional- 
ik? Im ? 


a, | 


determinante der ersten Involution (37) von der Form cade 
man unmittelbar durch Ausrechnung ersieht): 
(BT) WS ™ pi my ry +P pw mys Pig HR BE tgs Po, 
und die der zweiten Involution (38) 
(38!) Wy = 2" & oy Dog HO” BP Bos You HAH? Bag You 
Da sich beide Formen W,, W, aber nach Voraussetzung 
auf 4° »* reduciren miissen, so sind dazu die Relationen er- 
forderlich: 
(89)-9 2== OP, i= 0; 
(40) Uy == 0, *te = 0. 
Nun kénnen aber die Gleichungen (39) nur so bestehen, 
dass entweder auch p,, = 0 oder a, = 6, = 0; und analog 


. / SN ete See 
. a ey ae 4 , += gis 
¢ 
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die Gleichungen (40), dass entweder auch q,, = 0 oder — 


bet pgs UatarUe 

Im ersten Fall, wenn auch noch p,, resp. q), verschwinden, 
hat die beziigliche Involution unendlich viele Doppelelemente, 
hat also mit unserer Aufgabe nichts zu thun: die andere Be- 
dingung liefert aber die beiden Involutionen (31) (32). 


gz esc} 


*) Kinen zweiten noch direkteren, wenn auch umstiindlicheren Be- 


weis kann man so geben. 
Die Geraden der Regelschaar Ly irgend einer Fliche des Biischels 


(13), das wir jetzt lieber in der Form schreiben wollen 


(41) 3 n x wz, — x, 2, = 0 
gehéren nach (15) ausser den Complexen (35) py, = 9, Pgs = 0 noch 


dem dritten: 

(42) 3. pog — Py = 9 
an, Fiir welchen Werth von n bilden die zugehérigen Darstellungsformen 
(11) eine Involution? 


Nun ist nach pg. 69 (wenn man den hier unwesentlichen Propor- 
tionalitiitsfaktor == 1 setzt) 


(43) a4 
& + V6 
Py — - Saree faN 
also 3.” Pog — Pyy — 8y (n-— 1) + V 6 (n + 1) = 0 oder 
2 {n—1 3 ‘ : 
(44) 8, \aq — 6¢ = 0 oder wegen (35), wenn man die Dar- 
stellungsform (i1) jetzt so schreibt 
(45) 4a,d°u + Bayh?y? t 4a,rp> 
(46) 3 as n — (n + 1)? a, a, = 0 
Somit kann man setzen 
(47) 4, = 1, aa=rk ag= ke 


wo k variabel, 7 aber in bestimmter Weise von n abhiingt. Daher wird 
die Darstellungsform: 


(48) A pO + rkrdQw + 2 py?) 


nur dann eine Involution bilden, wenn r = 0 d, h. a = 0 ist. Dann 


Die Reye'sche Apolaritiit und die Normcuryen. 127 


Wie vielfach die beiden Involutionen (31) (382) gerechnet 
werden miissen, um die fiinf Lisungen, die dieselbe Frage im 
allgemeinen zulisst, zu ergeben, mag hier unerértert bleiben. 

Wir konnen also jetzt auch so sagen: 

Q,) ,Die beiden einzigenInvolutionenvierter 
Ordnung, deren Funktionaldeterminante der 
~Cubus einer quadratischen Form (A—a) (A—f) ist, 
erzeugen, als Tangenteninvolutionen aufgefasst, 
mittelst ihrer Treffgeradenpaare, gerade die 
eine Regelschaar (Rh, resp. R,,) der beiden Hyper- 
boloide (H) resp. (H’) der Sitze (A) (A,).* 

67. Wir nennen daher, der Unterscheidung halber, die zu 
irgend einem Tangentenpaare «, 8 einer cubischen Curve ge- 
horigen Flachen (H) (H’) ,die Doppelflichen (a, §) 
(aweiter Ordnung) erster, resp. eweiter Art*. 

Dann kénnen wir den Satz t, jetzt so fassen: 

(t,) pHs giebt drei (und nur drei) Dupelflichen 
erster Art, deren eine Regelschaar dem Com- 
plexe a, = Oangehért. 


muss (n + 1)” verschwinden d. h. es ist nm = — 1 und wir gelangen 
so zu unserer Flaiche 

(18) 3 x x, + «, % = 0. 

- Genau in derselben Weise gelangen wir, wenn die Geraden der Kegel- 
schaar Li, (15’) einer Involution zugehéren solien, zur Gleichung: 
(49) 3 a5.4 — (n — 1)? a a, = 0 

die sich auf ag = 0 reduciren muss, was nur fiir n = 1 geschieht, d. h, 
wir erhalten die Flache 

(23) 3 @ w, — @, v, = 0. 

Die Regelschaaren A,, resp. A, der Flachen (18) (23) bilden, wie 
man sich leicht tiberzeugt, die Treffgeraden von zwei- Quadrupelschaaren 
der Form : 

(OOF see ty tok Se 


die uns hier nicht weiter interessiren. 
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Sind diese die Flichen (¢,4,) (@ = 1, 2,3), so sind 


= 

die drei Paaree,y, die Wu rzeln der Covariante 9 3 
< Fs = 3 

der Form q. 2 
t 

Da wir andererseits aus Fritherem (pg. 102) wissen, dass _— 
unter den zu a apolaren Quadrupeln sich nur vier vierfache 
% 

Potenzen (A—a.,)* befinden (wo die «, die Wurzeln von a sind), i 
und diese sich zu sechs Involutionen combiniren, so haben wir —— 
— als Seitenstiick zum letzten Satze: ‘ 
” S Se ‘ ae 

(t,) ,Hs giebt sechs (und nur sechs) Dupel 3 


flichenzweiter Art, deren eine Regelschaar dem 
‘Complexe a, = Oangehort. Sind diese die Flichen 


(a, a) so sind @, a, a, a, die vier Wurzeln der © 
1% 


k? 
Form a.‘ 

Wir verlassen damit die Betrachtung der Covarianten einer 
biquadratischen biniiren Form auf der cubischen Raumeurve 
und wenden uns der allgemeineren Aufgabe zu, die beiden 
Theorien des Normkegelschnitts und der eubischen Norm- — 
curve gegenseitig in’ einander iiberzufiihren, wie es schon 


pg. 62 in Aussicht gestellt war. 


Das Verbindungsgebiet zwischen Normkegelschnitt und cubischer 
Normecurve. 


68. Schon in Nro. 43 war der Satz abgeleitet, dass die 
Gleichung eines Kegelschnitts in der Ebene, in homogenen 
Coordinaten Hy ©, 2, geschrieben (wobei von irgend einem 
Punkt # der Ebene das Tangentenpaar a, 8 an den Normkegel- 
schnitt geht, dessen Argumente durch 


2X, X, 
=a+ 8, — = a8 
0 0 
bestimmnt sind) zugleich alle Sehnen a, 8 der cubischen Norm- 


ax 
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curve darstellt , die einem ganz bestimmten (allgemeinen) line- 
aren Complex angehéren, und damit auch den Complex selbst; 
und umgekehrt. 

Dadurch wird es ohne Miihe erméglicht, eine vollstiindige 
Abbildung der Complextheorie auf die legelschnittstheorie 
durchzufiihren. 

Da eine solehe Durchfiihrung aus dew Rahmen unserer 
Untersuchung zu sehr heraustreten wtirde, so mag es geniigen, 
auf einige Hauptpunkte aufmerksam zu machen. 

69. Wir kniipfen der Einfachheit wegen an die letzten 
Erérterungen des letzten Paragraphen an, die sich auf die 
_ Eigenschaften des Complexbiischels 
= Cl) 32 p= p= 0 


stiitzten, dessei gemeinsame Congruenz zu Directricen die 


Sehne und Axe (0, cc) der Normcurve besass und dessen In- 
dividuen alle mit der Curve die vier Tangenten 0, 0, «, oo 
gemein hatten. 

Wir suchen die einem Complexe (1) angehérigen Sehnen 


(Axen) der Curve d.h. den ihm entsprechenden Kegelschnitt 
der Ebene. 
Aus der Darstellungsform ciner Raumgeraden (mittelst 


der sie treffenden Tangenten der Curve) (11) 


3 3 ae ie: 
(2) Po rv 2 Pp & + (3 Pog + Ps) M2 Di, Met Dag 0 
folgte (pg. 69): 


ey ea 
(3) id oh Po ae Sst ? PP 15 1 92 


Dies hat zuniichst zur Folge: 
(AY pe De =J=s—6i=s = -(12.S, 8. 3s, 8, + S:) 
=3(—45 5 +5, s,). | 
Seien die vier Argumente (Wurzeln von (2)), aus denen 
sich die s, zusammensetzen: &, 8, y, 5, so stellt (2) eine Sehne 
resp. Axe der Curve dar, wenn @ = bey oA. 


W. Fr. Meyer, Apolaritiit, 9 
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Wird dann 


o 
1 aes 
A ASO LAS 
0 0 
gesetzt, so geht Gleichung (4) iiber in *): 
(5) 5,5) (9, fia 9 of) = 0. 

‘Da die Sehnen in die Axen durch Vertauschung von 3 p,, 
mit p,, tibergehen, so stellt das Kegelschnittpaar (5) die Sehnen 
und Axen der beiden (speciellen) Complexe 

(6) ps = 9, Py» = 9 
dar. Es ist aber leicht, beide Kegelschnitte in der Weise 
zu trennen, dass jeder nur einem der Complexe (6) entspricht 
und umgekehrt; man braucht nur-zu bemerken, dass die Sebne 
(0, «&) nur dem Complexe p,, = 0 allein, und ebenso, dass 
die Axe (0, o&) nur dem Complexe p,, = 0 allein angehért. 

Andrerseits haben wir damals (Nro. 32) festgesetzt, dass 
die Punkte der Ebene (also die Tangentenpaare des Norm- 
kegelschnitts) den Sehnen der cubischen Normcurve entsprech- 
end gesetzt werden sollen. 

Mithin kann das Tangentenpaar 6,6, = 0, da sein Schnitt- 
punkt der Sehne 0, o entspricht, vermége seiner Punkte nur 
den Sehnen des Complexes p,, = 0 entsprechen. Daraus folgt 
sofort : 

a) ,Die Punkte des Kegelschnitts ,o, = 0, 3.0% 
entsprechen sowohl den Sehnen des Complexes 
Pip = 9, als den Axen des Complexes p,, = 0; reci- 
prok die Punkte des Kegelschnitts 3,05 —= ot a 


sowohl den Axen des ersten, als den Sehnen des 
zweiten Complexes. 


*) Die beiden Kegelschnitte (5) 6,5) = 0 und oo, — ot Et I) 
sind dann zugleich die beiden den Normkegelschnitt in zwei Punkten 
(0, ©) beriihrenden Kegelschnitte, denen unendlich viel Dreiecke ein- und 


Ny umbeschrieben sind, 
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70. Wir wissen ferner von friiher (pg. 119), dass der Null- 


_ complex 3 p,, — p,, = 0 (vermége seiner Sehnen) dem Norm- 


1 
~ kegelschnitt 4 5, 6, — ot = 0 entspricht, sowie der zu ihm (in 
Bezug auf das Paar (6)) harmonische Complex 3 Poe PO 
dem den Normkegelschnitt tragenden Kegelschnitt des Biischels 
G, 5, — ko? = 0 d.h. dem Kegelschnitt 2 3, 9, 3 0), 

In der That folgt dies auch sogleich aus den Formeln 
(2). Denn es ergiebt sich 
oD aa P0855 3D 3 —P 1, =0=t= 128, 8,—3s.s,4- 8) 
mithin fiir die zugehérigen Sehnen: 

(8) 26,5,+0 =0, (45,6, —o)? =0 

Versteht man daher unter den p, die Liniencoordinaten 
einer Sehne (der cubischen Curve) so kann man setzen: 
5 { pia Go, 

|3 P Dog = % F — o 

wo A dadurch zu bestimmen ist, dass 


3 Pog — Py» = O itbergeht in 4 5, 5, — s/= OSund 
3 Dog + Pip =O » bse ef toe toner iN) 


(10) 

Dies leistet aber nur der Werth A = — 3, so dass wir 
haben: 

(11) ¢p,,=— 39, By) 3 2 Dog = 5, 9, — 01. 


Es hiitte dies auch unmittelbar aus der Gleichung (32) 
Nro. 42, in Vergleichung mit der Gleichung eines allgemeinen 
linearen Complexes (33) gefolgert werden kénnen. 

Daraus ergiebt sich denn sofort wieder, dass irgend ein 


Complex 

(1) 3 2 Py —b Pye = 
tibergeht in: 
(12) 9, o, (n — 38) —n oa, =0 
und (bei Vertauschung von 3 p,, mit p,, oder, was dasselbe ist, 


1 
yon ” mit = der Complex 
O* 


_a— Se 
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(1)' 3p,,-+  p,, = 0 tiber in | 
, 9 ayo 
(12)"0, 6, (f-— 3 n) — 9, = 0. 
Diese Resultate mégen in dem Satze niedergelegt werden: 
6) ,Die Punkte des Kegelschnitts H 


6 : 2 
(12) o, 6, (% — 3) —no, 


des Biischelso,o,—k o = 0 reprisentiren sowohl 
die Sehnen des Complexes 
(1) 3” p,, +P, = 90 . 
des Bischelsp,,— # p,, = 0, als die Axen des Com- 
plexes 
. (1) 3p, + np, = 9 
desselben Biischels und reciprok die Punkte des 
Kegelschnitts : 
(12) o, 6, (1 — 3 n) — Gt at) 
den Selhnen des Complexes (1) und den Axen des 
andern (1). 

Die einander so zugehérigen Complexe (1) 
(1)' resp. Kegelschnitte (12) (12)’ bilden eine (ge- 
woéhnliche) Involution, deren Doppelelemente 
(n = = 1) die Complexe 

(OCB ph ate piae a0) 
resp. die Kegelschnitte sind 
(10) V =4o,0,—30  =0, f=25,6,4+-0.=0 
(wofden Normkegelschnitt N trigt).4 

In der That sind ja die Complexe (7) unseres Biischels die 
einzigen, die bei Vertauschung von 3 p,, mit P, sich iiber- 
gehen. 

71. Der Beweis dieses Satzes mige nach rechnerischer 
Seite hin durch die direkte Umformung der Complexgleichung 
(1) in (12) mit Hiilfe der Beziehungen (3) ergiinzt werden, 

Wir erhalten; 


q 
9 
2 
3 
{ 
: 


7 Pa 


= lle 
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(13) 3np,, +p, =s, (1 +1) + Y6j (n — 1) = O oder: 
ss Ge a (i. 1) {12 s,s, — 8s, s, +s) oder: 

| 40s, — 12 (n — 1)’ s,s, +3 (n — 1)? SSe == 00, 

mithin durch Uebergang der s in die o 


Oo 


G 


(14) 3,0,{4n— 3(n— 1)'} eo; G0, {4n + 3(—1)}+n or 
Dies ist aber nichts anderes als: 
da) beer aa) ae 3, | [, 5, (7 — 3) —n 31] 20 


d. h., das Produkt der Gleichungen (12)’ (12). In der That 
andert sich ja (13) bei Vertauschung von » mit — nicht. 
n 
In welcher Weise aber dann die beiden Faktoren der 
Gleichung (1) den beiden zugehérigen Complexen einzeln ent- 
sprechen, erhellt aus irgend einem speciellen Werth von 


Ny 2. Bn —=, Ovfet. Satz_a): 
-Fiir » = 3 erhalten wir den ausgezeichneten Kegelschnitt 


> 24 
(16) Ge 0 

dem also der Complex 

sf (17) 97,5 + Py = 0 
entspricht. Dessen Sehnen waren aber gerade die Geraden der 
einen Regelschaar der Fliche 

(18).9z, 4, — ¥,%, = 0 

die bekanntlich ganz durch die cubische Curve hindurchgeht. 

In der That stimmt dies tiberein mit dem Ergebnisse der 
“pg. 56, wonach die Punkte einer Geraden (s, ==) O} tee 
Sehnen einer durch die Curve gehenden Fliiche zweiter Ord- 


nung repriisentiren. 
Der zu (19) in Bezug auf das Paar (6) harmonische Com- 


plex entspricht dem Kegelschnitt 
(TONE Ze GO, a, ==), 
Dies ergiebt aber in Verbindung mit dem Kegelschnitt (8) 
(20) 2.5, 6,.-F oF =e 
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vy) ,Die beiden Complexe 9,, t DP, = 0 sind 
dadurch ausgezeichnet, dass sie einmal harmo- 
nisch sind zum Paar (6) 

(6) p,5 = 9, Py = 0; 
andererseitsistaber auch das Paar 
(21) p,, = 9, 97), + Py, = 9 
harmonisch zu dem andern: 
(22) 3 Pog + Pye = 9, IPs — Pr = 0; 
und ebenso (durch Vertauschung von p,, mit 
— p,,): das Paar 
(23) p,, = 0, 90,5 — 2, = 0 
ist harmonisch zum Paare: 
(24) 3 pi, — Dig: = 0, 90,9 DP, = 0% 

72. Kehren wir jetzt zuriick zum Hauptsatze 8, so konnen 
wir ihn sofort fiir irgend ein Complexbiischel, dessen gemein- 
same Congruenzdirektricen in Bezug auf den Nullcomplex der 
cubischen Curve conjugirt sind, d. h. ein solehes, dessen Com- 
plexe alle mit der Curve dieselben vier ‘Tangenten 

(25) aj = 0 
gemein haben, erweitern. Nach pg. 77 liess sich dieses Biischel 
in die Form bringen: 
(26) a, +h (3 pg — »,,) = 0 
das durch Vertauschung von 3 p,, mit p,, tibergeht in 
(27) a, — k8p,, —p)) = 0: 

a, = 0 entsprach demjenigen Kegelschnitt a des Biischels, 
dessen Grundpunkte auf dem Normkegelschnitte liegen und 
durch (25) dargestellt sind, und der den Nor mkegel- 
schnitt triigt d. h. es ist der Complex des Biischels (26) 
fiir den die ihm angehérigen Sehnen und Axen der cubischen 
Curve dieselben Argumentenpaare besitzen (d. h. die im Null- 


complex einander conjugirt sind), Neunt: man eine solche 
Sehne und Axe einfach conjugirt, so hat man; 
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6),Die Complexe des Biischels (26) bilden eine 

(gewohnliche) Involution, deren Doppelelemente 
gegebensind durch 

(28) a, =0, 3p, — p, 

Irgend ein Paar der Involution hat die Higen- 


se 


schaft, dass die Sehnen (Axen) des einen Com. 
plexes des Paares conjugirt sind zu den Axen 
(Sehnen) des andern, 

Die entsprechenden Kegelschnitte bilden 
eine Involution, deren Doppelelemente der Norm- 
kegelschnitt und der ihn tragende (und aus ihm 
das Punktquadrupel a = 0 ausschneidende) Kegel- 
schnitt sind. 

Die Punkte irgend eines Kegelschnitts des 
Biischels . 

(29) af +h (4e,6,—c1) =0 
reprisentiren die Sehnen des Complexes 

(26) a, + & (3.p,. — Py) = 9 
und zugleich die Axen des andern 

Ca (Sp Ps) = 0. 

Das Umgekehrte gilt von den Punkten des 

Kegelschnitts 

(29) a, —k (44, o, — ai) =—,0 
der mit (29) ein Paar der angegebenen Involution 
bildet.* 

73. Kin ausgezeichnetes Paar in der Complexinvolution 
bilden die beiden speciellen Complexe des Biischels 

(26) a, +h (3 p,, — Py) = 9 
deren Axen die beiden Treffgeraden des Tangentenquadrupels 
aj sind, die ja in der That nach pg. 69 durch Vertauschung 
von 3 p,, mit p,, d. h. von + k mit — k in einander iiber- 


gehen, 


a ‘ ee A a Se “VO Ser 
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Die beiden zugehdrigen .Werthe von & fallen nur zu- 


: : : 4 : 
sammen, wenn die Invariante ivon a verschwindet (cf. Ps: If)» 


und a, = 0 ist dann selbst der specielle Complex des Biischels. 
In der That ergiebt die Bedingung, dass (26) einen speciellen : 
Complex vorstellt: . 3 
2 pier ey FAN ee Ceje 4 : 
(30) a, a, — 4a, 4a, +3 (a, —Kh) = 0 oder k = Ver d 
- 
Wir kénnen daher Satz (6) so vervollstiindigen : t 
6’) Der Complexa, = 0 (der unter allen Com . 
‘i Z - 4 X : 
plexen, die die vier Tangenten a, = 0 mit der @ 
a 
. af 5 : 
Curve gemein haben, dadurch ausgezeichnetist, *” 
dass er zu sich selber conjugirt ist) istin Bezug — 
auf das Paar der beiden speciellen Complexe | 
dieses Biischels 


(31) a, + //i (3 Pug — P49) = 0 4 


zum Nulleomplex der Curve harmonisch. 

Genau dieselbe Bedingung (80) sagte aber aus (pg. 99), 
dass die den beiden speciellen Complexen (31) entsprechenden 
Kegelschnitte H,, H, die waren, (die aus N, das Quadrupel ay 
ausschneiden und) denen unendlich viele Dreiecke ein- und N, 
umbeschrieben sind. Daher lautet der zu (6’) analoge Satz der 
Ebene: 

0’) ,lst ein Kegelschnittbtischel gegeben 
f+ko=0,undtrigtfden Kegelschnitty, so ist 
das Paar des Biischels H,, H,, denen unendlich 


viele Dreiecke ein- und 9 umbeschrieben sind, 
harmonisch zum Paaref, 9. 


pon Sr 


74. Dieses Entsprechen der speciellen Complexe und 
der Kegelschnitte H mége noch des Niiheren erértert werden, | 
da sie das nothwendigste Vehikel bei der Durchtiihrung der_ 
Verwandtschaft beider Theorien sein miisste. 
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Wir wollen zu dem Zweck umgekchrt von den Kegel-~ 
schnitten H (bei geeebenem N,) ausgehen: wir denken uns also 
irgend einen solchen und ein Dreieck, das ihm und N, umbe- 
schrieben ist, dessen Seiten also durch drei Argumente Xiy Ay As 
bestimmt sind. Dann repriisentiren die drei Eckpunkte dicses 
Dreiecks (X, 4,) (A, 4,) (A, 4,) drei in einer Ebene liegende 
z, : 2 f 
Sehnen der Normcurve. Drei solche Sehnen kénnen aber 
einem allgemeinen linearen Complexe nie angehiren (da 
sie ja sonst, weil in einer Ebene befindlich, durch einen Punkt 


gehen miissten), sondern nur, wie bekannt, einem speciellen, 


dessen Axe dann in der Ebene der drei Sehnen liegen muss. 


(Dann gehért aber auch jede Gerade jeder durch die Axe 


-  gehenden Ebene dem Complexe an, d.h. dann gicbt es unend- 

lich viele Dreiecke, die N, um- und H einbeschrieben sind.) 
- Da nun jeder Kegelschnitt, der durch die Ecken irgend eines 
N, umschriebenen Dreiecks geht, ein Kegelschnitt H_ ist, 
so folgt: 

e) ,Den speciellen linearen Complexen H im 
Raume entsprechen bei unserer Abbildung auf 
die Ebene die Kegelschnitte H und umgekehrt, 
und zwar ist das (Argumenten-) Quadrupel Hder 
Schnittpunkte von Hmit dem Normkegelschnitt, 
identisch mit dem Quadrupel der Tangenten der 
cubischen Normecurve, die die Axe des Com- 


mlexes treffen.* 


75. Zu jedem Kegelschnitt H gehérte aber ein ,con- 
jugirter* Kegelschnitt H’, der gleichfalls mit N, dic Punkte H 


gemein hat und mit H harmonisch ist zum Paare N,, f, (wo f 
der Kegelschnitt des Biischels H, H’ ist, der N, trigt). Die 
Gleichungen von H und H’ gingen durch Vertauschung von 
3 Pog mit p,, in einander tiber. Dadurch geht aber auch der 


Complex H in seinen conjugirten H’ tiber (dessen Axe zur Axe 


are Sipe 8 ig Selon i as AL 
é 


te, Wy 
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von H conjugirt ist in Bezug auf den Nullcomplex der Curve): 7 
andrerseits vertauschen sich dabei die Sehnen und Axen des 
Complexes H, sowie die Axen und Sehnen von H’ d. h. 

e') ,Die Punkte des Kegelschnitts H repri- 
sentiren die Sehnen der cubischen Curve, die 
dem Complexe H angehdren (d. h. seine Axe tref- 
fen), und zugleich die Axen der Curve, die dem 
conjugirten Complexe H' angehéren: entsprechend 
die Punkte des zu H conjugirten Kegelschnitts 
H’ die Curvenaxen des Complexes H, sowie die 
Curvensehnen des Complexes H’.* ‘ 

76. Von den Kegelschnitten H wissen wir nach Friiherem 
noch Folgendes. Die H ein- und N, umbeschriebenen Drei- 


ecke sind Poldreiecke eines bestimmten Kegelschnitts /’, der 
mit N, das Tangentenquadrupel H gemein hat und N, trigt. 
Ausserdem ruht *) er noch (als Klassenkegelschnitt aufgefasst) 
auf dem Kegelschnitt H. 

Ebenso verhiilt sich zum Kegelschnitt H’ ein anderer, PF”, 
gerade so, wie eben / zu H. Es mag dies jetzt noch schirfer 
dahin betont werden: 


S$) »ln der Schaar der Kegelschnitte, die mit 
einem festen (N,) ein (ganz beliebiges) Tangenten- 
quadrupel H gemein haben, giebtes ein Paarvon 
solchen, die N, tragen. Sie seien F, EF”. 

Andrerseits giebt es in dem Biischel von 
Kegelschnitten, die mit demselben festen Kegel- 
schnitt (V,) das Punktquadrupel H gemein haben, 
ein Paar vonsolchen, denen unendlich viele Drei-_ 
ecke ein- und N, umbeschrieben sind. Sie seien 


Hien’, 


*) Es folgt dies ja auch unmittelbar daraus, dass es P ol dreiecke 
yon J giebt, die H einbeschrieben sind, 
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Dann sind sichH und F, beziiglich H’ und F" 
eindeutig dadurch zugeordnet, dass immer der 
erstgenannte Kegelschnitt den zweiten stitet, 
und zugleich immer die demersten einbeschrie- 
benen Dreiecke Poldreiecke des zweiten sind. 


So gehért alsozu irgend einem Kegelschnitt 
fz stets ein und nur ein KegelschnittH und uwm- 
gekehrt. Daher mégen auch des Weiteren zwei 
solche Kegelschnitte als ,zusammengehébrig§ be- 
zeichnet werden.‘ 


7. Die H resp. H’ einbeschriebenen (und N, um- 
beschriebenen) Reihen von Dreiecken bilden auf N, zwei zu 
-einander conjugirte Involutionen dritter Ordnung (cf. pg. 96), 
die wir noch kurz mit Riicksicht auf unsere Abbildung in’s 
Auge fassen wollen. 

Eben noch zeigte sich, dass die ,H-Dreiecke* (wie sie 
kurz heissen mdgen), sofern sie N, umschrieben sind, der 
Involution correspondiren, die die Ebenen durch die Axe 
des dem Kegelschnitt H entsprechenden Complexes H aus der 
cubischen Normcurve ausschneiden (oder kiirzer: ,der Kbenen- 
involution der Complexaxen H*). 


Das Analoge gilt fiir Kegelschnitt- und Complex H’. 


Da aber die beiden Complexaxen H, H’ in Bezug auf den 
Nulleomplex der cubischen Curve einander conjugirt sind, so 
ist die , Punktinvolution® (dasDualistische zur Ebenenimvolution) 
der einen identisch mit der Ebeneninvolution der andern, und 
die ,Ebeneninvolution® der ersten identisch mit der Punkt- 
involution der zweiten. Daher kénnen wir dies so ausdriicken: 


n) ,»Die beiden durch die H-, resp. H'-Dreiecke 
auf N, bestimmten Tangenteninvolutionen (dritter 


Ordnung) sind zugleich die beiden Ebenenin- 
yolutionen der Complexaxen H, resp. H’ und die 


5 ag wee eer a SNE “yt sik Gbps te tiie sr . “ fu 
’ vi . “him oe PN es 2iX 
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beiden Pinktinrolianed der Complexaxen Ht 5 
resp. H.* 

Nun geht von jedem Punkte der ComplexaxeH eine Schne 
an die cubische Curve. Ist das vom Punkte an die Curve 


gehende Ebenentripel dargestellt durch ax, so schneidet (cf, 


pg. 59) die Sehne aus der Curve die zu a; gehdrige Covariante 
A aus. Andrerseits entspricht dieser Sehne ein bestimmter 
Punkt des Kegelschnittes H, und zwar der, von dem das 'Tan- 
gentenpaar A an den Normkegelschnitt N, geht. Umgekehrt. 


entspricht jedem Punkt auf H eine Sehne der cubischen Curve, 
die die Complexaxe H in einem bestimmten Punkte ay trifft. 
. Dies ergiebt aber in Verbindung mit dem letzten Satze: 


x) ,Die durch die Involution dritter Ordnung 
der H-Dreiecke (auf N,) bestimmte quadratische 


Schaarder zugeh6rigen FormenA fihrt mittelst 
ihrer Tangentenpaare zu den Punkten des Kegel- 
schnitts H’ (und die durch die H-Dreiecke be- 
stimmte Schaar der Formen A’ zu den Punkten 
von H).* 

78. Wir werden bald nachher (Nr. 107) den einfachen 
geometrischen Zusammenhang zwischen einer cubischen Form — 
und ihrer quadratischen Covariante, wenn beide aut einem — 
Kegelschnitt dargestellt sind, kennen lernen. 

Zuniichst tragen wir jetzt nach der Bedeutung des obigen 
Satzes tiber die ,Zusammengehérigkeit* der Kegelschnitte H 
resp. H’ mit /’ resp. F”, fiir den Raum. 

Nach pg. 112 entspricht eimem Kegelschnitt JF, der N, 
triigt, ein (in Bezug auf den Nulleomplex der cubischen Curve) 
sich selbst conjugirter linearer Complex F’. Schneidet der Kegel- : 
schnitt /’ aus N, das’ Quadrupel f aus, so ist auch f das 'T Pan- 
Be adieecal der cubischen Curve, das dem Complex F' an- — 
gehért (cf. pg. 111). Das N, und F gemeinsame Tangenten- — 


I ie ‘ << 
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quadrupel H ist die Hesse’sche Covariante von f; dasjenige 
Tangentenquadrupel, das der zu F’ gehérige Kegelschnitt H 
mit N, gemein hat (cf. pg. 108), die Covariante ,2 7 f— 3 i H.“ 


Fiir den Complex F' stellt H die vier Punkte der cubi- 
schen Curve dar (cf. pg. 115), deren im Complexe ihnen zu- 
gehérige Jibenen die Curve beriihren: die Beriihrungspunkte 
sind die Form ,2 7 f — 371 H*%. Dem zu H conjugirten Kegel- 
schnitt H’ gehért der Kegelschnitt #’’ uu, der aus N, das 


Quadrupel f’ ausschneiden mége. Dann ist H auch die Hesse- 
sche Covariante von /f’, und auch die Invariante 2 ist beiden 
Formen f, f’ gemeinsam. Daher hat der Kegelschnitt H’ mit 


oY 


N, das ‘langentenquadrupel ,2 7’ f’ — 3 i H® gemein (die 


- Form f’ nebst den sich daran anschliessenden wird weiter 
unten noch niher bestimmt werden). 

Endlich entsprachen (cf. py. 96) den Poldreiseiten von 
HF’, die N, umschrieben sind, diejenigen Regelschaaren dreier 
Tangenten der cubischen Curve N,, die dem Complexe F' an- 
gehéren, und den Polvierseiten von Ff’, die N, umschrieben 
sind, diejenigen Tangentenquadrupel der cubischen Curve, 
deren Treffgeraden den Complex /’ bilden. Daher kann man 
den ZGusammenhang zwischen den Complexen I’, F", H, H’ 
dahin formuliren: 

GC) »4u irgend einem Tangentenquadrupel 
einer cubischen Raumcurve H, dessen Treffge- 
raden H, H’ seien, gehért stets ein Paar sich 
selbst conjugirter Complexe F, fF” mit folgenden 
Eigenschaften. 

Dievier Punkte der Curve, derenin den Com- 
plexen F, I” ihnen zugeordnete Ebenen die 
Curve berthren, sind beidemal dieselben und 
zwar die Beritihrungspunkte der Tangenten H. 

DieRegelschaaren der mit der Ebeneninvolu- 


‘ if e 4 ins jl eae ou ee, 


- \ = 
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tionHresp.H’ identischen Tangenteninvolution (dritter 
Ordnung) gehéren dem Complexe F resp. £” an. 


Dadurch gehoért zu jedem sich selbst conju 
girten Complexe F eine bestimmte Gerade Hund 
umgekehrt.* 


79. Wir fragen nunmebr nach den ebenen Bildern der — 


Geraden eines speciellen linearen Complexes H. Diese Frage 
lést sich durch die andere: 

Welche Beziehung herrscht zwischen zwei H- Kegel- 
schnitten, H, H,, wenn die Axen der ihnen entsprechenden 
Complexe H, H, sich treffen sollen ? 

Wenn die Geraden H, H, sich treffen, so haben sowohl 
ihre beiden Ebenen- als Punktinvolutionen je ein Tripel ge- 
meinsam. 

Demnach giebt es ein N, umschriebenes Dreiseit, durch 
dessen Ecken H, H, und ein zweites desgleichen, durch dessen 
Kcken die den letzteren conjugirten Kegelschnitte H’, H’, 
gehen. 

Nun giebt es im allgemeinen vier Sehnen der cubischen 
Curve, die irgend zwei Raumgerade treffen, entsprechend den 
vier Schnittpunkten der beiden H-Kegelschnitte. 

Da sich in unserm Falle die beiden Raumgeraden treffen, 
so bestehen die vier erwiihnten Sehnen aus den drei Sehnen, 
die in der Ebene beider Geraden liegen, nebst der einen, die 
durch ihren gemeinsamen Punkt geht. Dies ergiebt zufolge 
des Satzes (e’): 

A) ,Sollen die Axen zweier specieller Com- 
plexe H, H, sich treffen, so muss eines der vier 
Dreiecke, die man aus den Schnittpunkten der 
entsprechenden Kegelschnitte H, H, bilden kann, 


dem Normkegelschnitt N, umschrieben sein, und 


seidaher durch die cubische Form n dargestellt. 
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Das Gleiche gilt dann von den beiden conju- 
girten Kegelschnitten En: 

Die beziigliche cubische Form sei 7's. 

Dann sind die Punkte (ef. pg. 59) der Tangenten- 
paare A, A’(wo diese Formen die quadratischen 
Covarianten von 7, 7 sind) die vierten Schnitt- 
punkteder Kegelschnitte H’ EPC respec rjekl 

Daraus folgt dann sofort fiir die Geraden eines speciellen 

Complexes H: . 
d,) ,Den Geradeneines speziellen Complexes 
H entsprechen alle H-Kegelschnitte, die durch 
die Kcken irgend eines der dem Complexe H ent- 
sprechenden Kegelschnitte H ein-und N, umbe- 
schriebenen Dreiecke hindurchgehen. 

Dem Netz der-Kegelschnitte, die:durch die 
Ecken irgend eines dieser Dreiecke gehen, ent- 
spricht das Geradenfeld einer Ebene durch die 
_Complexaxe.‘ 

Und da alle diese Dreiecke Poldreiecke des Kegelschnitts 
F sind, so kann man unserm Satze (cf. die Anm. pg. 138) auch 
die Form geben: 

4,) ,Den Geraden eines speciellen Complexes 
H entsprechenalle H-Kegelschnitte, diedenzum 
Kegelschnitt H (der dem Complex entspricht) ge- 
hérigen Kegelschnitt F tragen. 

Die Quadrupel der Schnittpunkte aller dieser 
H-Kegelschnitte mit dem Normkegelschnitt 
(N,) sind identisch mit den Quadrupeln der Tan- 
genten, die die Geraden des Complexes H 
treffen. 

Speciell ist die Axe des Complexes selbst 
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‘ : ea A 
cine Gerade desselben, also trigt der Kegel — 
schnitt H gleichfalls F&. : . 

Daher erkennt man, wie dieser Satz zugleich eine Ver- 
allgemeinerung des Satzes (Nr. 76 anm.) ist. 

Um die allgemeinere Frage nach den Bildern der Ge- — 
raden eines ganz «llgemeinen Complexes zu beantworten, 
legen wir zuniichst den algebraischen Inhalt der Siitze ,A% 
auseinander. Es wird dies zugleich vorher Gelegenheit geben, 
die wichtigsten hierhergehérigen Formeln (die sich bis jetzt in 
den Paragraphen 16 bis 20 zerstreut finden) einmal tibersicht- 
lich zusammenzustellen und dann nach einigen Richtungen hin 


Zu erganzen. 


8. 21. 


Fortsetzung. Die Apolaritaétsformeln fir (lineare) Complexe und 
Kegelschnitte. 


80. Wir gingen urspriinglich von der biniren Form f aus: 
Clyaptay = a, M+ 4a, 2+ 6 a, ? yw? 
+ 4a, Ap? + a, wt 


= ft ~ “4 b % hs + 
Dann war die Gleichung des linearen Complexes, dem die 


. 


Congruenz der beiden ‘Treffgeraden des Tangentenquadrupels 
f (der cubischen Normeurve N,) angehért und der in Bezug ~ 
auf den Nullcomplex der Curve sich selbst conjugirt ist: 
€ 
3) = S a = 
(2) a4,=4,5, +4, S,+ 4, 5, + a, 5,4 a,s, = 0: 1 
. “ . : \ . . 1 
Die Selnen (und zugleich die Axen) der Curve, die diesem 
Complexe angehéren, bilden sich auf die Ebene des Norm- — 
ar . r . 
kegelschnitts NV, ab als die Punkte des Kegelschnitts, der Na 
triigt: 
* WR) 2 — 2 9 . 2 
(3) B*) a; = 4,9, + 24,9, 06,424, 6, 56,-+ 4, 6 
2 i 
+ 4, (2 5, 5, -+ 5,) = 0 


TA 2 


*) Es tritt von jetzt ab die Nothwendigkeit ein, die Bezeichnungen 4 


noch schiirfer zu unterscheiden, als es bisher nothig war. Dazu dienen — q 


a3 


& 
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Dann war die Involution (dritter Ordnung) der N, um- 


schriebenen Poldreiseite von f dargestellt durch : 


zwei Prinzipien (vgl, dazu die weiteren Entwicklungen dieses Ab- 
schnitts) : 

a) Da unser Normkegelschnitt und unsere cubische Normcurve so 
gewihlt sind, dass die Theorie des letztern auf die des ersteren dadurch 
iibertragen wird, dass (cf. Nr. 32) einer Sehne (A, 4,) von WV, der Punkt 
der Ebene (A,, 4.) (mit den Tangenten X,, %9 an N,) entspricht, so wird 
der Kegelschnitt. der Ebene, dessen Punkte den Sehnen éines 
linearen Complexes ¢ entsprechen, gleichfalls der Kegel- 
schnitt ¢ genannt (oder ,der Sehnenkegelschnitt des Com- 
plexes c“). Der zum Complexe c (in Bezug auf den Nulleomplex der cubischen 
Curve, was der Kiirze wegen gewdhnlich fehlt) conjugirte Complex heisst 


der Complex ¢’: ebenso der entsprechende Kegelschnitt c’ der zum Kegel- 


—schnitt ¢ conjugirte. 


Dann entspricht auch der Kegelschnitt c’ mittelst 


seiner Punkte den Axen (von N,), die dem Complexe ¢ an- 


-gehdéren (heisse also; der Axenkegelschnitt des Complexes c“). 


Da nun der Kegelschnitt (3) als Axenkegelschnitt der Geraden erscheint, 
deren Strahlencoordinaten p,, die Coefficienten der Hesse’schen Form Wak 
(9) der Form f (1) sind, so ist damit seine Bezeichnung , /’’“ gefordert. 

Damit stimmt formal der Umstand tiberein, dass die N, um- 
schriebenen Poldreiseite des Kegelschnitts /”’ (3) diejenige Involution 
dritter Ordnung auf N, bilden; die der der ersten Polaren von / (1) 
conjugirt ist, so dass also auch in dieser Hinsicht der Accent ein charakte- 
ristisches Merkmal des Kegelschnitts andeutet. 

b) Die N, tragenden Kegelschnitte werden mit lateinischen Buch- 


staben belegt (gewéhnlich die J-Kegelschnitte (in Beziehung zu einer 
Form f) genannt). Dagegen die Kegelschnitte, denen Dreiseite ein- 
und N, umbeschrieben sind, mit griechischen Buchstaben (gewobnlich die 
H Kegelschnitte genannt, in Beziehung zu einer Form H (9), der Hesse- 
schen von f (1)). : 

Diese letztere Bezeichnung hat insofern allerdings etwas Missliches, 
als sonst den Klassenkegelschnitten diese (griechische) Bezeich- 
nung beigelegt wird, und dadurch einige Collisionen unvermeidlich sind. 
Trotazdem habe ich mich fiir die gewihlte Art entschieden, da der an- 


gegebene Gegensatz der /- und H-Kegelschnitte in unserer Theorie den 


W. Fr. Meyer, Apolaritat. 10 


1 
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4 = 9 OE ag M+ 3a, y+ Ba, Aw? + ay pw ; 


p= Sa +80, p+ 3a, de + a, 1 


Andrerseits ist dies die Involution der Tangententripel 
auf N,, deren Regelschaaren dem Complexe a, = 0 ange- 
horen. Die simmtlichen Verbindungsebenen der zugehérigen 
Beriihrungspunktetripel gehen durch die eine Treffgerade des 
Tangentenquadrupels (1) (und diese heisse die dem Complex _ 
(2) ,zugehbrige* Gerade) und die siimmtlichen Schnitt- 
punkte der Ebenentripel, die sich in genannten Berithrungs- 
punkten der Curve anschmiegen, durchlaufen die andere Treff- 
gerade desselben Quadrupels (1). Oder kiirzer: 

Die Involution (1) ist die Ebeneninvolution der zum Com- 
plexe (2) zugehérigen Geraden und zugleich die Punktinvolu- 
tion der zu jener conjugirten Geraden. 

Fiir die zu (4) conjugirte Involution gilt dann das Um- 
gekehrte. Nun waren (cf. Nr. 36) die Axencoordinaten einer 
Geraden, deren Ebeneninvolution durch 


6) [%% = u, pa es} u, + 3urA+ u, 
4, =o P+ 380, V+ 32+, 
gegeben ist, die folgenden: 
(6) og, = (we), 
woraus sich die Liniencoordinaten derselben Geraden in be- 
kannter Weise mittelst der Beziehungen : 


(1) 0: Dy = 90 ( ht, ma == 0, 1, 25-3) 

ergeben, ; 

Somit lauten die Liniencoordinaten der Geraden mit der _ 
Ebeneninvolution (4): 


gewohnlichen dualistischen an Wichtigkeit iibertrifft. Im Ubrigen 
ist durch eine theilweise mehrfache Bezeichnung gesorgt, dass Missverstiind- _ 
nisse nicht wohl méglich sind. 
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(8) Pie late ep PP oq = %. % oie 
— 2 — 
PP og — A, EE AGL pare ne oe a, a5, 


2 
CP ata 4 Oe, 


pe pe Ue Uy) 


Mit Einfithrung dieser p,, wird dann die Hesse’sche Form 


von f: 
oA, 0A 1 | | | 
(9) H = ax op = A, A,, = Gaolas 
eae 0A, A,, A, Tax Toa) 
fea eu) | | 


— Po, ee —2 Py, of a v we "(BD Ohh tee an! P43 She ts ’ 
also genau identisch mit der Darstellungsform einer Geraden, 
wie sie in Nr. 38 entwickelt wurde. 

,»Die ganze weitere Theorie beruht dann da- 
rauf, dass man nicht mehr die urspriingliche 
Formf (1), sondern ihre Hesse’sche H (9) zum Aus- 
gangspunkt nimmt.* 

81. Sind die homogenen symmetrischen Funktionen der 
Wurzeln von (9) A,, A,, Ag, Ay, bezeichnet mit s,, 8,, 8, 5; 5,5 
so ergab sich (pg. 69): (wenn man den unwesentlichen .Propor- 


tionalititsfaktor gleich Eins ieee 


| 8, + V 6i; 
P= So Poo BP oe = Fee OCS 
10 
a) = aaa a = V Gi; 
Po3— Sp Psi “oi Pry —— oe 
wo 1 die Invariante zweiten Grades von f ist 
(oleae OSs 
Cpe a Ae 


Durch Vertauschung von 3 Do ‘mit Dis erhiilt man die Linien- 


coordinaten der zu (8) conjugirten Geraden. 
10* 


7) aro ees OY SE Pes | eee eee 
ok b < -seeee 


a <8 
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Dann lautete die Gleichung (cf. Nr. 51) des 2u a, =0 
(3) gehérigen Kegelschnitts H (der durch die Ecken der N, 


umschriebenen Poldreiseite von ae = 0 geht): 
(12) Ho Ns = a Peg sth GEN HERS Pye o, Po 
2 
me bed YA pend Beaty (Pig — Pos) = 0. 


Ferner sind die Liniencoordinaten einer Sehne («, $) der 
cubischen Normecurve (wenn die G. die homogenen symme- 


trischen Funktionen von a, { sind) (ef. pg. 74): 


2 
( 2 ' ’ Gps 9 Fe? 
ep 1s Sy» ep 02 sae S91» pp fh Sh ed 
2 0 2 
(13) | : 3 
’ he ha , < PE yiery 
fe ipeese gis Ce gat is PD ease 


woraus durch Vertauschung von 3 Pos mit ),, wieder die Linien- 
coordinaten der Axe («, 8) hervorgehen. 
Daher stellen die Punkte des Kegelschnitts H (12) die 


(Curven-)Axen des speciellen linearen Complexes H dar (wenn 
die 7 variable Liniencoordinaten sind) : 


(14) He = kor Po “Te To5 Po tt Too Ps +r Ts Po 
H+ TMs Pre 1H My Pog = 9 
oder auch die Sehnen des zu H conjugirten Complexes. 
»Dieser Zusammenhang zwischen den Gleich- 
ungen (14) und (12) bleibt aber auch vollkommen 
bestehen, wenn die p, irgend welche Coeffi- 
cientensind, also Complex (14) und Kegelschnitt 
(12) allgemeine werden.‘ 
Die Sehnen des Complexes (14) sind dann dargestellt 
durch : 
7 2 y ~p 9 
(12") 04 Pog “E FF, Poy at 6,5, Dyy F Pox 2 a1 Z 
3 : Pr ae << , 12 
Tt %%, 8p, — 4) =VSH=7, 


Dies ist also der zu (12) conjugirte Kegelschnitt; wenn 
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also die p Liniencoordinaten, der zu H conjugirte Kegel- 
schnitt H’. 


82. Die Kegelschnitte (12) (12’) gewinnen eine iiber- 
sichtlichere Form, wenn man den neuen Kegelschnitt H? = 0 
einfiithrt, der aus NV, das Punktquadrupel H ausschneidet und 
N, tragt, also sich zur Form H verhiilt, wie der Kegelschnitt 


F (3) oder ae = 0 zur Form a). Daher ist: 
(15) ise — Oe =i 9) io} 1 Ps ae 9; G 2 Pay “te De, 


$a, +0) (8 4 58 


und der zu H gehorige lineare (sich selbst re. Complex: 


a7) = 0 


~P y Pp Pp 
(16) H, = Py 8, to9 s+ (GP +g) et 9'S +P 8) =O. 


Dann schreiben sich die Kegelschnitte (12) (12’) auch in 
der Form: 


2 


1S 
ig es (Petes Ch tee 2 O0) (4 9, 6, — 0) me 


pee He (OSD a Pr») (4 a, o, — 91) =0. 


Diese Formeln stellen wieder bei beliebigen p,, irgend 


zwei allgemeine, einander conjugirte lineare Complexe dar 
d.h. genauer die Axen (Sehnen) der cubischen Normeurve, 
die ihnen angehéren. 

Sind dagegen die p, Liniencoordinaten , so kann man 


nach (11) den Faktor - COM eee - Py) durch Le nena 


(Cf pg. 68.) 

Der zweite Faktor (40,6, — om) stellt, = 0 gesetzt, den 
Normkegelschnitt (V,) dar. In den Formeln (17) steckte der 
Satz 6’ (pg. 136). 

83. Kehren wir noch einmal zum Kegelschnitt I’ (3) 


2 - ~ 
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zuriick, so haben wir noch zu bemerken, dass seine Gleichung 


in So ee (se. der Ebene) ist: 
(18) wu = U, Py 2 hy, Post & GPa te u, De, 
a w, (Dio Tt Dos) 2 Uy Uy Dos = 0. 
Gerade wie dann der Kegelschnitt / (18) zum Kegel- 


schnitt H (12) gehért, so zum conjugirten Kegelschnitt H’ der 
weitere F"’: 


ees, 2 
(18’) u” | Se +2 UU, Dos + 2 U, Us Dis aa U, Dos 
3) + 2 wu, UW, wel ec = 0. 


aa us (Spee ate 3 


Wie Hund H’, so usterscheiden sich auch F, F’ nur 
durch Vertanschung von 3 ie und fee 

Nennen wir die Coefficienten in (18) «,, die in (12) y,,, so 
ergiebt sich durch Vergleichung: 


=e PAS) a ee = hin 
(19) Noo =a Moo) Nor <a - Xo Nhe Ram 2 Noo Fis Xoo? N11 bah Moo 


oder umgekehrt : 


(20) a9 = Neg % = — ig Nise Sag 2? M2 = Noo» 


Noe 


Soe hye 55 + 2 Ny 
Daraus ersehen wir auch, dass 
a 
— a —— 
(21) a4, —4a,= 3=57- 2 ny 
wo i, die zu f (1) gehérige Invariante (zweiten Grades) ist. 
Dies liefert nebenbei mit Riicksicht auf die Bedeutung 
der Gleichung 


(cf. pg. 85) den Satz: 

a) ,Die nothwendige und Rintor chenme Be. 
Pcie dass ein Kegelschnitt einen andern 
zugleich trigt und aufihmruht, ist die, dass das 


4 
¥ 
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Quadrupel der Schnittpunkte beider auf einem 
derselben ein aequianharmonisches ist. 
(Gi-Nr’ ps). 

Dann ist auch dasselbe Quadrupel, auf dem 
andern Kegelschnitt betrachtet, ein aequian- 
harmonisches. 

Endlich ist dann auch das gemeinsame Tan- 
gentenquadrupel beider, sowohl auf dem einen, 
als dem andern Kegelschnitt betrachtet, ein 
aequianharmonisches. 


Aus Fritherem (cf. pg. 80) wissen wir, dass unter dieser 
Bedingung ({, = 0) der Complex (2) a, = 0 ein spezieller 
wird und umgekehrt. 

Daraus folgt aber die Ergiinzung zum letzten Satze: 

a) ,Die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung, dass ein Kegelschnitt einen andern zu- 
gleich trigt und aufihmruht, istauch die, dass 
er in Bezug anf den andern zugleich ein Kegel- 
schnittf und H ist d. h. dass es unendlich viele 
Poldreiseite des ersten giebt, die dem zweiten 
umbeschrieben sind, und zugleich unendlich 
viele Dreiseite, die dem ersten ein- und dem 
zweitenumbeschrieben sind. Die beiden Schaaren 
von Dreiseiten bilden (vermége ihrer Seitenals 
Tangenten des zweiten Kegelschnitts) auf dem 
letzteren zwei conjugirte Involutionen dritter 
Ordnung.‘ 

Man erkennt dies auch folgendermassen. 

Irgend ein Kegelschnitt 

(Ep yy b, 9,6, = 90 
wird dann zu einem H-Kegelschnitte (12), wenn seine Coeffi- 
cienten die Liniencoordinatenidentitit erfiillen d, h. wenn 


(cf. pg. 99); 


ae =" " 


ici ee 


“ae, ae aie 
; t 
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(22) Dy, Boy — 4 Bo, Big Oy (2 Oy Oy) = O- 
Die linke Seite dieser Gleichung, in den Coefficienten des 
Kegelschnitts (3) geschrieben, ist 


2 a, 
(23) a,4,—44,4, +3 4,=5 


q. &. d. 


84, Jetzt nehmen wir die Frage nach den Bildern der 
Geraden eines ganz allgemeinen Complexes C in Angriff. 
Derselbe sei (bei ganz beliebigen Coefficienten p,) gegeben 


durch die Form (14), die man auch so schreiben kann: 
(24) C oe Toy Po ata T5 Pos a To. Ps, a Ts Poo 
+ (Rp + M3) Pog TH Mos (Pip — Pos) = 0. 
Dann sind die ihm angehérigen Curvenaxen dargestellt 
durch die Form (12): 
y 2 2 
(25) C : = 3, Po oie S595 Posy ae OT9s Po ta S5 Poy + Pe Pos 
aang 
+ 9,9, (Yj, By) = 0 = ne 
Mithin sagt die Bedingung (24) bekanntermassen aus, dass 
der Kegelschnitt (25) apolar ist zum folgenden: 
¢ oa ee 2 2 
(26) wu, = UW ™, + 2 wu, TH. + 2 uu, 11, + Uy MH, 
2 
aU (if Teh) il ate 
Dies ist aber der Kegelschnitt ’’ (18), nur dass statt der 
festen Liniencoordinaten p, dort variable Liniencoordinaten 


T,, (aller Geraden des Complexes C) hier auftreten. 


Durch Vertauschung von 3 Tog mit To geht der Complex 


C in den ihm conjugirten iiber oder was dasselbe ist, die Axen 
des Complexes C in seine Sehnen; desgleichen Kegel- 
schnitt (18) in den ihm conjugirten (18’) (in den Ty, Be- 
schrieben). Dies liefert aber mit Hilfe des Satzes pg. 148 
den wichtigen Satz: 


6) ,Sind die Axen eines allgemeinen Com- 
plexes C durch den Kegelschnitt 0’ dargestellt, 


Pe ee ae 


i 
1 
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so entsprechen den Geraden des Complexes die 
H-Kegelschnitte, deren zugehorige F-Kegel- 

_ schnitte den Normkegelschnitt N, tragen und 
~zugleich auf C’ ruhen. 

Vertauscht man die Axen des Complexes O 
mit seinen Sehnen (oder, was dasselbe ist, mit 
den Axen des conjugirten Complexes (©’), 80 
geht auch der Kegelschnitt C’ in seinen con- 
jugirten C tiber (wo C dadurch bestimmt ist, 
dass das Paar C, OU’ harmonisch liegt zum Paare 
ie). 

85. Die letzte (Klammer-) Bemerkung ist schon friiher 
(pg. 135) bewiesen, und zwar im Anschluss an die Form f (1). 
Da jetzt die Form H zu Grunde liegt, so modificiren sich 
die damaligen Entwicklungen in folgender Art. 

Setzt man den Complex (24) linear aus zwei andern 
zusammen, deren einer der Nullcomplex der cubischen Norm- 
curve sein soll, so erhilt man zuniichst: 

(24) [7 ), Pog + M5 Por H Boe Par 1 Mis Poo F Mos Pia 1 M12 Pos 
 —2#(8x,, —7,,)| + 2 [3 a, — my] = 0 
wo 2 noch variabel ist. 

Man bestimmt jetzt 2 so, dass der erste Ausdruck in 
(24) durch sein Verschwinden einen sich selbst conjugirten 
Complex darstellt, d. h. einen solchen, der sich durch Ver- 
tauschung von 3 x,, mit 7,, nicht andert. Dies findet offenbar 
nur statt, wenn der Coefficient von 7,,, mit drei multiplicirt, 


gleich dem Coefficienten von %,, wird. Dies ergiebt 


3 Dog nih te 
LONG ef G 


und unser Complex C geht daher in die Form iiber: 


; 1 
— 4’) [7 , Pog HR y3Po1 Moh art gl gg BMF 2) (3p os HP al 


1 
ie le (3 Tos sate Ta) (3 Pog Ph) | =), 
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er, 


Dann geht aus (24)' der conjugirte Complex C’ dadureh 
hervor, dass man dem zweiten Ausdruck das entgegengese tate 
Vorzeichen beilegt. 

Dementsprechend formt sich die Gleichung fiir die 
(Curven-) Axen (25) unseres Complexes C in folgende um: 


on 12 2 2 1 € 
(25°) C Slick Pys + Sq Py oy a Det G (PB Pos +P 2) 


Lae ‘ 
(0 + 2 9,9,)] — le (3 Dos meee) (4 Perabo o,)] <9; 
oder kiirzer wegen (15): 
me 2d, Dice 1 9 \ r : 2° 
ORONO Be F (Sp ,—-D.) NN, 0, WON asa, Ove o, ist. 
Daher schreibt sich auch die Gleichung des Complexes 
(24") mit Hinfiihrung der Bezeichnung 
(28) Ne SST ae Try 
und mit Beriicksichtigung von (15) (16) kiirzer so: 
et es ee, 
(245 C= HH, — g (8 Pos — p,,) N, = 9. 


Damit ist der Beweis unserer Klammer-Bemerkung aut’s 
Neue geleistet. 

86. Daraus erhilt man im Besondern fiir die Geraden der 
ausgezeichneten Complexe H , N, sofort Folgendes: 

y) ,Den Geraden eines sich selbst conjugirten 
Complexes H, =O (der mit der cubischen N orm- 
curve das Tangentenquadrupel H gemein hat) 
entsprechen die H-Kegelschnitte der Ebene, 
deren zugehérige F-Kegelschnitte (den Norm- 
kegelschnitt N, tragen) undaufdem Kegelschnitt 


H? =0 ruhen, wo der letztere NV, im Punktqua- 
drupel H trifft und N, trigt.‘ 

ylst der sich selbst conjugirte Complex im 
Besondern der Nallcomplex der cubischen Norm- 
curve (dem alle Tangenten der Curve angehéren), | 
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‘so tritt an die Stelle des Kegelschnitts H? =0 


o 
der Normkegelschnitt N, selbst. Dann entsprechen 
also den Geraden des Nullcomplexes alle die 
H-Kegelschnitte, deren zugehiérige F-Kegelschnitte 
(N, tragen und) auf N, ruhen.é 


Der letztere Satz ist schon bereits im Satze a, (pg. 151) 
enthalten, da bekanntlich (cf. Nr. 39) jede Gerade des Null- 
complexes von einem aequianharmonischen 'Tangentenqua- 
drupel getroffen wird (und umgekehbrt ein jedes Quadrupel 
dieser Art eine Gerade des Nullcomplexes liefert). 

87. Herrscht endlich zwischen den Coefficienten p. die 
Liniencoordinatenidentitét, d. h. wird der Complex (24) ein 
specieller, so wird der Kegelschnitt der Ebene, der seine 
(Curven-) Axen darstellt, ein H’-Kegelschnitt. Man hat daher 
in Satz 6) nur fiir C’ zu setzen H’. Aber in diesem Falle 
vereinfacht. sich der Ausdruck des Satzes bedeutend, wie 
aus dem Satze (A,) des vorigen Paragraphen hervorgeht. Der 
Grund davon liegt in Folgendem. 

Da die p,, jetzt Liniencoordinaten sind, kann man sie in 


die Gleichung (26) einsetzen, dann stellt 
(29) uw = 0 


den festen /’’-Kegelschnitt dar, der zum Kegelschnitt H’ 
(der die Axen des Complexes H darstellt) gehort. 

Setzt man andrerseits in die Gleichung (25) fiir den 
Kegelschnitt C’ statt der festen p, die variabeln 7,,, so ent- 
steht dadurch aus (25): 

(30) mz = 0 
die Gleichung des variabeln H’-Kegelschnitts, der die Axen 
einer Geraden ‘unseres speciellen Complexes H darstellt. 

Nun dndert sich die Bedingung der Apolaritit zwischen 
den Kegelschnitten (25) (26) durch Vertauschung der De 


oo a 
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und z, nicht, also trigt auch der variable H’-Kegel- 
schnitt (30) den festen F’-Kegelschnitt. 


Endlich iindert sich unsere Apolaritiitsbedingung (24) — 


auch nicht durch gleichzeitige Vertauschung von 3p), mit 
Pio) 8%, mit m,,, wodurch also jetzt auch unser (specieller) 
Complex H unverandert bleibt, wihrend die Kegelschnitte 
(25) (26), und damit auch (29) (80) in ihre resp. conju- 
girten tibergehen, Dies ist aber der Satz A, (pg. 148). 

6) ,Die Bilder der Geraden eines speciellen 
Complexes H sind alle die H-Kegelschnitte der 
Ebene, die den zum Kegelschnitt H (der das 
Bild der Complexaxe ist) gehérigen F’-Kegel- 
schnitt tragen.® 


g, 22. 


Erginzung der bisherigen Formeln. 


88. Wir haben jetzt noch, im Anschluss an die gewon- 
nene geometrische Grundlage der H- und /’-Kegelschnitte, 
eine Reihe von Fragen zu erledigen, die, so zu sagen, das 
Apolaritiitsmaterial der Complex- und Kegelschnittstheorie ab- 
runden, von denen einige jedoch einer wichtigen rein alge- 
braischen Ausdrucksweise fiihig sind. Gleich die erste der 
Reihe ist von dieser Art. 

Durch das Punktquadrupel H auf N, gingen zwei H- 
Kegelschnitte H, H’, denen zwei F’-Kegelschnitte F', F’ zu- 
gehérten, die mit N, das Tangentenquadrupel H gemein 
hatten und auf H resp. H’ ruhten. 

Die Involution dritter Ordnung der Tangenten von N, 
als Seiten der H’ einbeschriebenen Poldreiseite von F’ war 
die der ersten Polaren der Ausgangsform f (1). Diese selbst 
war das Quadrupel der Schnittpunkte von N, und F’. 


In gleicher Weise ist dann das Quadrupel der Schnitt- 


: 
= 
; 
: 
4 
’ 
¢ 
mY 
¢ 
Q 
x 
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punkte von N, und F’, es heisse f’, die Form, deren erste 


Polaren die zu den Kegelschnitten H und I’ gehérige, zur 
ersten conjugirte Involution bilden. 
Wir suchen die Form f’, d. h. die Schnittpunkte von 


N, mit F. 


2 
Nun geht der Kegelschnitt 2” (als Klassenkegelschnitt 


aufgefasst) aus J’ (26) hervor, indem man 3z,, mit Ty 


3 
vertauscht. 
Ehe wir aber so die Form fiir J” aufstellen, legen wir 


statt der biquadratischen Form f (1) eine canonische Form 


zu Grunde, indem wir, was immer erlaubt ist, a, = a, = 0 
nehmen. 
Dann wird aus den Gleichungen (8) (26): 
: 2 
2 a t= eA Lee Pe shed Aa 
(31) Pog =P, =9; Poy = Uy Uy Pag = Uy Gy Dog — Ur P yy = 


Tinea ae 2 aes 2 2 Ey 2 
(32) P= uw, a, 4, + %, (G %, — 4) + UW, a, a,— 2 u, U, a 
und IF’ gewinnt die Gestalt: 


(a, Loe 


2 
5 deen 5 ei, a, + 2u.u ee. 
(33) F = u,a,a,-+- 4, — Ae aan ended a tg once" S 


ee 


Leitet man daraus in gewohnlicher Weise die Gleichung 


von F' in Punktcoordiuaten ab, so kommt: 
Dees 4h. aa a a 
Bai he. cee ‘Hoa @,—2,—5- +x, a, 4, —22, 2, Sy 
Mithin schneidet J’ den Normkegelschnitt N, in dem 
Quadrupel: 
2 
a, a 
(35) f’ =| Sane pk pia — 2a, + Bal 


Da f’ und f in der Beziehung stehen, dass ihre ersten 
Polaren zwei conjugirte Involutionen bilden, so ist f” eine 
Covariante von f, also bekanntlich (weil vom vierten Grade 


in A) in der Form 


(36) f/ =ejft+yill 


wee Ser BY os Cand Weal te aes ~ Mh id at La ak 
ayheu \ 
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wo x, y Zahlenfaktoren, j, ¢ die bekannten Invarianten von 
f sind und zwar fiir die gewihlte canonische Form:> 
(ST) p= One Oa a3), t= 2(a,4, + 3 a). 
Der Coefficient von * im Ausdruck x 7 f + yt H wird dann: 
(38) C= a, a, [a, a,(6%+4y)—a, (6a — 12 y)] 
Um fiir die gesuchte Form f’ die Faktoren x, y zu 
finden, geniigt es, die Coefficienten von )* gleich zu setzen, 


dies ergiebt: 


89) z<=—y= ; und daher 


(40) 6 f’ =jf—7. 
In der That iiberzeugt man sich leicht, dass fiir die 
beiden Involutionen 


ft f, =a, +2704 324,40) 

fi +’ f',=@a,a,+ 70+ (—a, a) + 0) 
+x (0+ 32a, +2.0+4 4) 
+ x’ (0 — 2 (a, a,) + 4.0 + (— a, a,) 

die Bedingung (7) 


(41) 


: PPix = Dim 
erfiillt sind. 

Wir driicken dies in dem Satze aus: 

e) »Stehen zwei biquadratische biniire Formen 
in der invarianten Beziehung, dass die Involutionen 
ihrer ersten Polaren conjugirt sind, und ist die 
eine f, so ist die andere a ae wot,j, H die. 
bekannten In-(Co-)varianten von f sind. 

89. Die geometrisch correspondirende Frage ist die nach 
den gemeinsamen Tangenten des Normkegelschnitts N, und 
des zu F’ gehbrigen Kegelschnitts H. 

Das gemeinsame ‘lange 7 : 

gemeinsame ‘Tangentenquadrupel von N, und H’ (wo 


H’ zu H conjugirt ist) war schon frither (Nr. 56) gefunden: 


ee ne ay 


3 


; 


‘ 
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(42) b= @if—3im) 


Da sich nun H’ zu f verhalt, wie H zu f’, so entsteht die 
algebraische Aufgabe, dic Covariante (42) fiir die Grandform 
f’ (40) aufzustellen. 


Wir lésen jedoch die Frage geometrisch in demselben 
Sinne, wie die eben behandelte. 

fe ‘fi 3 DA) 2 , : Sone : : 

Vertauscht man in (25) 3 Po3 mit p,,, 80 ergiebt sich der 

zu H’ conjugirte Kegelschnitt H. IT iir die canonische Form 
von f (4, = a, = 0) hat man demnach: 

a, a 9a +a, a 

ae) 2 nO esd 2 ag eo eo ae 

(39) Ho a, a, to, 3 =[7, 0°, — 2 9.G,. 6 ; 

mithin die dualistische Gleichung (in Liniencoordinaten 1): 


2 
a, Ob, 


2 2 

a a, a a u 

> = aE Oe nad 2 AoC wse 1 
(44) H =u, 3 + u, Pass SG (a4, 4,—94 


242 


) 


U, Wy y 
ye te Oy (GO, 4 ,) 
und das mit N, gemeinsame 'l'angentenquadrupel : 
2 2 
a, a, = 


a a 
(45) ®’ = 2° es + GG + 18 a, a, a, — 27 a;) 


(4, a, 4) ; 
Ae pyc aE = 2,9 +o, a. 


Bestimmt man die Zahlenfaktoren %,, y, wie oben, so 


komint: 


Wis em y= us und also endlich: 


48 


(46) @' = |, @if+im) 


90. Es empfiehlt sich fiir das Weitere besonders, das 
Biischel von Kegelschnitten, das IN, im Punktquadrupel H 
trifft, aus den beiden durch H gehenden H-Kegelschnitten, und 


By RA EN ae ee eee Oe ae ee ER ar oP AED eS Resets ares 
et oe eee ee r i 


‘ 


160 Die Reye’sche Apolaritit und die Normeurven. 


analog die Schaar von (Klassen-) Kegelschnitten , die mit N, 


das gemeinsame Tangentenquadrupel H besitzen, aus den 
beiden (zu den beiden H-Kegelschnitten) zugehérigen F-Kegel- 
schnitten (linear) zusammenzusetzen. 


Zuvor mag noch fiir die Darstellung des Kegelschnitts / 
(in Punktcoordinaten) eine einfache Folgerung aus dem Satze 
(€) gezogen werden. 


Je nachdem man den Apolaritiitsuntersuchungen die Form 
f oder H zu Grunde legt, wird man die beiden zu ‘H gehérigen 
F-Kegelschnitte in Punkt- oder Liniencoordinaten darstellen 
(wihrend man sich fiir die beziiglichen H-Kegelschnitte, ab- 
gesehen von der eben gelésten Frage, auf ihre Darstellung in 
Punktcoordinaten beschrinken wird). 

Die beiden /’-Kegelschnitte, die zur Form f resp. H ge- 
héren, sind in Liniencoordinaten durch (25) oder (25’) (wo 
durch Vertauschung von 3 p,, mit p,, i. e. des Vorzeichens 
von (3 p,, — P,,) in (25) der eine aus dem andern hervorgeht) 
dargestellt: der Kegelschnitt 7’ (der eine von beiden) durch 
Gleichung (3) 

ae ——(); 

Ks eriibrigt also nur noch die Punktdarstellung von TF’, 

Schreibt man die Form H in der Weise: 
fs ey 
ee ta 


so geht die gesuchte Form fiir F aus dem Satze (e) sofort 
hervor: 


(47) H=h M+ 4h P+6h, V+ 4hrA+h = 


é) ,Die Gleichung des zum I’-Kege'schnitte 
(3) FO =a, meat’ 
conjugirten Kegelschnitts 
(48) F=V = 0 


erhilt man mittelst der Relationen;: 


¢ 


Te aT, ey ee 


ae Pe. 
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(49) pb, =ja,—ih, (6 =0,1, 2,3, 4) 
Dann sind die Involutionen, die die Seiten 
der (N,) umschriebenen Poldreiseite von F, F’ auf 
N, bilden, einander conjugirt.¢ 
91. Wir untersuchen jetzt die ausgezeichneten Kegel- 


- x : : 
schnitte der Schaar I’ + k F’ mit dem gemeinsamen Tan- 


gentenquadrupel H (auf N,), wo (cf. (18) (18’): 


t 


cetera ¢ ; 2 
FO = Uy Dy tH 2 Uy Uy Pog TH 2 Uy Uy Dig T+ Ue Pog 
nese yy Wes 2 
HE M Por + 2 My U, Pow + 2 Oy MP is ae Y. Pox 
2 
Fe Dig Dos) 2 My Ue Dog == 0 


(50) 


PAs) Pro ¢ Pris 
+ 4, (3 Pos + 3°) + 2 u, U, - S GAa 0. 


Zuniichst erhilt man sofort: 


ome Pi. 2 
61) F—F=2(,,— 3) (u, — &, My) 
F+ F'=2 (ui; Po +2 Uy %, Pog 2 Uy My Pry uw, A) 
2 Pp Ds 
St (Poo + 2 4, Uy (Dos = =2@. 
Nennt man unsere Kegelschnittschaar mit den gemein- 
samen T'angenten H kurz die ,Schaar H* (und dualistisch das 
Biischel mit den gemeinsamen Grundpunkten H das , Bischel 
H“), so kann man das Resultat (51) so ausdriicken : 


¢) ,Legt man der Schaar pie diewbeiden 
F-Kegelschnitte (50) zu Grunde, so erhilt man 
den Kegelschnitt der Schaar, der auf N, ruht, 
aus ihnen durch Addition, dagegen den Norm- 
kegelschnitt selber durch Subtraction. 

Mithin liegt. das Paar,F*% zu diesem ausge- 
zeichneten Paar harmonisch.‘ 


Umgekehrt ergiebt sich sofort aus (51): (cf. 11) 


W. Fr. Meyer, Apolaritat, Ads 


ON ke ee ae se A S ‘a tal 
ss . eA Be Pe a hn Peak aes 
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f= O--(p a) (wi — U, Uy.) = O+ Ve— u,) 
(62) ; 2 
a 
coho (Pos— 3) (u, ae U,) = P— ie (uj—tt,). 
92. Wir suchen nunmehr auch die Schnittpunkte des 
Kegelschnitts ® mit N,,. 
Fiir unsere canonische Form von f ergiebt sich: 


a a,— 3a, — 3a, 


prt,’ 2-0 
(68) O=u,a,a,4+ 20, 4——* +4, a0, +24, u, qe ere 


also ® in Punktcoordinaten: 


22 art 2 
(54)®=a, 5 (a, 4,— 3 a) a, a, + z, 3 (a,4,— 38 a.) a, a, 


2 
g Xo % (0, deere a, 


und das Punktquadrupel, welches ® aus NV, ausschneidet: 


2 5 : 
+ a, {a, a, a, — = (a, Cia 2 a’)’} ioe 


2 
(65) =" Ma, a ,(a, 4, —8 a8) 1%, (18, a,a2— a? a? —9 af) 


2 
+3 4, a (4, a, —3 @)=o, fy, io. 
Fiir die Zahlenfaktoren kommt: 


1 : 
(56) = BY = — i mithin: 


62) ® =, @sf—i 


Dies Resultat war auf andere Weise vorauszusehen. Denn 
wir wissen, dass ein Kegelschnitt (3) aj = 0, der N, trigt 
und aus N, das Quadrupel f (1) ausschneidet, mit N, das 
Tangentenquadrupel H gemein hat. 

Mithin muss dualistisch ein Kegelschnitt, der auf Ve 
ruht und mit N, das Tangentenquadrupel g gemein hat, NV, im 


Quadrupel H(g) treffen, wo H(g) die Hesse’sche Form von 
g ist. 


Die Reye’sche Apolaritit und dic Normeurven. 163 


Fiir unsern Kegelschnitt ® ist aber die Form q identisch 
mit HH (von f), und daher die gesuchte Form ®, die Hesse’sche 


Form der Hesse’schen Form von f. Diese ist aber bekanntlich 


die Form (57). 


93. Ehe wir die Beziehungen zwischen den bis jetzt 
gewonnenen biquadratischen Formen erértern, stellen wir 
gleich die allgemeine Frage nach den Tangenten resp. 
Punkten, die die Kegelschnitte des Biischels ,,H% resp. der 
Schaar ,H*% mit dem Normkegelschnitt N 


2 resp. N, gemein 


haben. 

Die Kegelschnitte des Biischels , H“% bilden, als Klassen- 
kegelschnitte aufgefasst, eine quadratische Schaar. Aber es 
ist leicht zu sehen, dass die gemeinsamen T'angenten der Kegel- 
schnitte dieser Schaar wieder ein Biischel bilden. Denn da 
sich unter dem Biischel ,H* (oder H’ + hk H) der Normkegel- 
schnitt selbst befindet, der mit sich selber unendlich viele 
Tangenten gemein hat, so muss sich auf der linken Seite der 
Gleichung fiir die gesuchten Tangentenquadrupel ein in k 
ganzer, linearer Faktor absondern. Denn nur so kann diese 
Gleichung fiir einen gewissen Werth von i identisch ver- 
schwinden. Das Analoge gilt von der Schaar. , H*. 

Wir schreiben homogen das Biischel ,H* in der Form 
(cf. 50) 
(58) oH’ + BH = 0 
dor (cf.125) 5 [ap] 

m {o5 Dot Fy, Day Fy SpP ag 9, Put oD, 959, (Psp — Pea) 


2 P19 P19 
+§ {op 9g 1-9 y9 P emer pF S52 ot at 2; “3 +5,0,(8p 03. 3) }=0. 
Da aber 


Ps 
(59) H’ —H = (p, — . 


so muss sich, da sich die in Frage stehenden Tangentenqua- 
11 * 


) (3; iS /9, ); 


‘ LT, ae Sat Pee ee Ae Oe 3 
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drupel fiir H’, H selbst (cf. (42) (46)) als lineare Combina- 
tionen von j f und i H ergaben, die ganze Schaar derselben in 
der Form darstellen lassen: 


(60) SEP (xjf- Vim) =(« 6h =0 
Sane = ae Y=€,a-+ 7, B. 


Es sind somit nur noch die Zahlenfaktoren &, 7,, Co ae 


zu bestimmen. 


Zu dem Zweck machen wir wieder von derselben cano- 
nischen Form fiir f (1) Gebrauch, wie bei den letzten Fallen. 


Dann geht (58) zufolge der TEES (31) tiber in: 
(62) otaa,(% +8) +o8a, a,(a-+8)-+ 4 (aja,8 — 3a?) + 
20,9, {a4 (82—B) +34; (7 —36)} = 0 = [af], 


mithin in Liniencoordinaten: 


(68) [ap], = ut “FP go (a, o,8—3 ata) 


3 


Epineey a, 4,0, — (a, a, (3 «—B) +3 a} (a—38))] 


—2U,U, 73 - (a, a, B —3 a) a) {a, a, (3 %~—B)-+ 3 a; (a — 38)} 
+ u; nae: a, A, (4, %, 8 —3a,a)=0. 


Dann liefert die Combinirung von dieser Gleichung mit 


der des Normkegelschnitts N,: 
2 * 
* a, a, (a, 4, 8 — 3a a) as (18 (a+) a,a, a 


rath 

+ 9a, (% — 3 8) —a, af (3 a—8)) + pa, a, (a, a, B 
— 3a, «#|=0 

und durch Vergleichung mit (60): 


(70) ly |. = 2, to 


cf ed Se ee Ny “Sr *. ned — 
i ae = “ . 
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(65). Xx == uae v= poe peo und demnach endlich: 


8 16 
1 
(68) [a B, = EF 2 +8) i f+ G — 3.) i Hh oder: 
il : : 
= itt ee @if—3iM+8Qsf+iMy, 


94. Es schliesse sich unmittelbar daran an die ganz 
analoge Behandlung der Schaar ,H¢: 
(67) yells +- 6 F = (cf. 52) 
ef {w, Py 2 Uy Uy Poy 2 Uy Uy Dig us Pog us (Pig + Pos) 
+2 Won te Poss ape (u Do, + 2%, Uy Pop + 2 uy, 4 Pig 
Py Pp 
ark u, Post u, (3 Pog a) +2u, u, =) = Oa ly Oi 
Da nach (51) 
A Pp 
(51) F’ — i NG =) (6 — 7) 


so kann man,. wie vorher, schliessen, dass die Schaar der ge- 
suchten Schnittpunktquadrupel (mit N,) dargestellt ist durch 


(68) fyth =P" wife vim 
wo sich U, V linear und ganz aus y, 6 zusammensetzen. 
_ Fir die canonische Form von f geht (67) itber in: (69) 
2 
; u 
yo, = u, a, a, (y +8) + UW, Ay Uy Wario) alas: {@ %, (8 y + 9) 


Pe aye to Sees ey a0 
STS (lg WSs CES (a, a, , y= 


also in dualistischer Darstellung: 


I 


6 2 
rae a, a, (4,4, (3 ¥ + 8) —3 a, (y + 3 6)} 
Q 4 


tty 
+204 e a® (y + 8)’ — (a, 4,8 —3 a 1) 


1 ; 
— 2%, #, 5 (a, a,6—3a, 1) {a % (8 y+8) —38a,(7+39)} 
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OG ibaa? a, {a,4,8y+8—3ey~+3}=0 9 © 


was mit der Gleichung des Normkegelschnitts NV, combinirt, 


zum Punktquadrupel fihrt: 


(11) [rth = TE? pla, a, (a, 4,844 2) — 3a (y+38)) 


+22 (9 a, a, a (y + 8) — a) ag — 9 a} y} 
+ a, a, {a, 4, (8 y +8) —8 a; (y +3 8)] = 
Der Vergleich mit (68) ergiebt durch Rechnung: 


Sgsek eae 
(12) 6 =i = 


und endlich damit: 
. id Be Ey + 6 
(73) fy a, =. 


1 

2 
Yr 
Soa 


(y+ 6 fi —i8 


YUN +é6Gf—iM} =0. 
95. Diese beiden Resultate fiir [« 8],, [y 3}, mégen ihren 


besondern Ausdruck in dem Satze finden: 
(jn) ,Das Biischel ,H* der Kegelschnitte (die 
N,im Punktquadrupel Htreffen): 
(58) «H’+spH=0 
hat mit N, die Tangenteninvolution 
(66) [«B,h =a (@jf—31H)+8 27 f+), 
andrerseits die Schaar ,H* der Kegelschnitte 
(die mit N, das Tangentenquadrupel H gemein 
haben) 
(67) yF’ +6 F=0 4 
hat mit V, die Punktinvolution 
(73) [y.th =vjf+e Uf —1 HH) =0 
gemein.¢ 
96. Handelt es sich nur um dieses Schlussresultat (y), so 
hiitte man weit einfacher zum Ziele kommen kénnen, 
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- Denn da wir, um zuniichst das Biischel » i in der Weise 
zu behandeln, wissen, dass H resp. H’ mit N, die Tangenten 
(cf. (42), (46) 7 

2jf—31H=0, 27ftiH=0 
gemein hat, und ausserdem die Gleichung aller seiner Tan- 
gentenquadrupel, wenn man das Biischel in der Form 
H’+kH=0 

schreibt, linear in / sein muss (cf. 60), so kann dieselbe nur 
die Form haben: : 

Qjf—3iM+pk2jf+i =0 
wo p, zu bestimmen ist. 

Nun kann fiir & = — 1 (ef. (59)) diese Gleichung nur 
zu H = 0 werden, und umgekehrt, denn es giebt keinen 
andern Kegelschnitt, der mit NV, die Punkte H und zugleich 
mit N, die Tangenten H gemein hat, als den Normkegel- 
schnitt selbst. : 

Dadurch bestimmt sich » = 1, und wir haben die 
Form (66). 

Genau in derselben Weise kann man die Schaar ,H* 
behandeln. Die Kegelschnitte 1’, I’ haben mit N, die Punkte 
(ef. (40)) | 

f=—057 f=7 7 = 0 
gemein, und fiir den Normkegelschnitt, als Kegelschnitt der 
Schaar, kann die Gleichung der Punktquadrupelschaar nur zu 
H = 0 werden, so dass man sogleich zur Form (73) kommt. 


97. Mittelst des Satzes (y) gehdrt zu jeder Form 
(74) EJ ft+ytiH=0 

ein einziger Kegelschnitt der Schaar ,,H“ und ein einziger des 
Biischels ,,H“, sodass diese beiden Reihen dadurch _projek- 
tivisch auf einander bezogen sind; und zwar wird fiir den 
Kegelschnitt des Biischels ,,H“ (58) 
ASI 

8 


Sgt Rese AAT Fa Se tia eis a a Se a hg ea See ee ee pee tiahs mer I ke, > 
+ Ae ‘ — a v het Ss = - 2 
2 ” _" toe eo 
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also seine Gleichung | 
(75) §(H’ + 3H)+27y(H—H)=0. 
Speciell der Form f entspricht also der folgende: 
(76) H' + 3 H=o'p,, + 9, 5, 05, +5, 9% Poo FE Ce 


=: 2 Pos a Pas) + 2.0, 5, Dy. =.0. 


Andrerseits wird fiir den beziiglichen Kegelschnitt der 

Schaar ,,H‘ (67): 
‘ y=t+y, 6=—7 
also der Kegelschnitt selbst: 
(17) €F' +7 — F)=0. 

Endlich die projektivische Beziehung zwischen. Biischel 

und Schaar ,, H%: 
(78) WH’ +pH=0, F°’+vF=0 


gewinnt nach leichter Rechnung die Gestalt: 
(79) py + — $i 


98. Endlich mag noch der Vollstiindigkeit wegen auch 
Biischel und Schaar ,f* (in analoger Bezeichnung) der 
gleichen Behandlung unterworfen werden, wenn auch die be- 


ziiglichen Formeln bei weiteren Anwendungen in den Hinter- 
grund treten. 


Ks geniigt hier, dem Biischel den Normkegelschnitt und 
den Kegelschnitt 2” zu Grunde zu legen, da alle iibrigen 


Formeln sich leicht, wenn man sie braucht, aus denen des ,H¢- 
Biischels ergeben. 


Fiir die ,f*-Schaar gilt dann das dualistische. 


Wir schreiben also das ,f*-Biischel in der Form (ef .pg. 161) 


(a, = a4, = 0): 
(80) a kia, +o (ke a,—hk) + a5 ka, +2 6, 9, (ha, + 2k) 
=h'a,+k(4 5, 0, — <a.) =h' F’+kyn,=0 


also in Liniencoordinaten: 


5 
: 
% 


ae 
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(81) uf k’ a, (ki a, — kh) + uw {k? a, a, — (ka, + 2 ky’ 
2 r , , 
+ u, h a, (Ka, — kh) — 2 uw, w, (ba, — &) (kh a, + 2 by 
und daher die mit N, gemeinsamen Tangenten: 
Ly 4 1,f , 
(82) Kh [da (h ag — hk) +2 {he (a, 4, — 3 a) — 6hka,} 
; ky 
+ a, (& a, — = 5 — ik |= 9 
Analog wird die ,f* Schaar: (mit dualistischer Be- 
zeichnung ,@’)¢ . 
(83) uw, ep a, + u, (4 p’ a, — p) + Us p' a, 
++ 24, 4, (o' a, — 5) =0 
also in Liniencoordinaten : 


(84) a) pa, (4 pa, —p) + af (a, 4, 0” — (¢' a, + §)) 


Say 7 r 
pe AO ater Bee 2 2, , (C a,+$)(4ea,——) =0 
und ihr Schnitt mit N,: 
(85) h’ [2° (4 @' a, a,— pa) + {4 9° (a, a, — 3a) — 6 p a} 

+ (49 a,a,—p4a) =k (22 Hp'—fe)=9?. 

(j,) »Die Tangenten resp. Punkte, die das 
Bischel resp. die Schaar ,,f": 

(80) k' F’ + k N, =O, resp. (83), p’ ®' + pN, = 0 
mit N, resp. NV, gemein haben, sind gegeben durch: 

ki 
(82) —5- — hf =), resp. (83) 2 Hp’ —fp =0*).8 


99.’ Diese simmtlichen Formeln iiber die gemeinsamen 
-Punkte resp. Tangenten der Schaaren f, H, resp. der Biischel 


*) Umgekehrt hitte man auch mit zu grundelegung des Satzes (7,), 
indem man die Form f mit H vertauscht und fiir letztere die beziiglichen 
Covarianten bildet, und dann in der Weise der Nr. 96 verfihrt, die 


_ Formeln fiir Biischel und Schaar ,Z* ableiten kénnen, 
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f, H mit dem Normkegelschnitte lassen sich ohne Weiteres 
auf die linearen Complexe iibertragen. Es mag hier geniigen, 
den Satz mitzutheilen, der diese Uebertragung vollstindig 
vermittelt. 


Wir wissen, dass die Punkte irgend eines Kegelschnitts — 
C der Ebene den (N,) Sehnen eines Complexes C entsprechen 


(der dadurch vollstiindig bestimmt ist). Das Schnittpunkt- 
quadrupel (N,, C) ist identisch mit dem Quadrupel der Tan- 


genten von NV,, die dem Complexe C angehéren. 

Was entspricht den gemeinsamen Tangenten 
CN eC). | 
Den Schnittpunkten irgend einer Tangente 4 von N, 
mit C: (Ax), (AB) entsprechen die beiden Sehnen von Voi die 
vom Punkte A ausgehen und dem Complex C angehéren, 
durch die also die Ebene des Complexes, die durch den 
Punkt A geht, vollstiindig bestimmt ist. 

Durch das Zusammenfallen von a, 8 ergiebt sich daher: 

k) ,Den vier Tangenten 2, (i = 1, 2, 3, 4) von 
N,, die zugleich solche von @ sind, entsprechen 
die vier Punkte a, der cubischen Curve, deren 
durch den Complex C ihnen gzugeordnete Ebenen 


die Curve beriihren.“ 


Kinen speciellen Fall dieses Satzes haben wir schon 
friher (pg. 115) kennen gelernt, wenn nemlich der Kegel- 
schnitt C ein F-Kegelschnitt ist. Schneidet derselbe N, im 
Quadrupel f, so hat er mit N, das Tangentenquadrupel H 
gemein: andererseits war aber die Bedeutung von JH fiir 
die cubische Curve die im letzten Satze allgemein ange- 
gebene, 


100. Wir stellen die wichtigsten, einer eingehenderen 
Untersuchung zur Basis dienenden Kegelschnitte des es 
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 Biischels und der ,,1“-Schaar in einer T'abelle zusammen, 
- gugleich mit ihren Schnittpunkten und Tangenten, die sie 
mit dem Normkegelschnitt gemein haben (cf. Satz 7): 


Tabelle (86) *) 


- Binire Form ,1‘-Biischel. Hl Schaar. 
: | f (1) H-4.3/H (76) | (50) 
| jf —tH (0) | 8H’+H - PF 
cote : HW’, an) pod 
2) f +1 H (46) H Sopewee Fi 
 (27f—tH 61) |B’ +H= Hi (1d F’4+F=H=0 
| HT ()  |H’ — H= N, (69) |F’_F=N, Ion 


Daraus erkennt man unmittelbar, dass man die vier Kegel- 
schnitte 
Pee Bees a ee abe 
abgesehen von den ihnen zugehérigen Formen, auch sehr 
. einfach mittelst der andern einfacheren Kegelschnitte aus- 
driicken (resp. definiren) kann. Dies sprechen die Siitze aus: 


4) ,Hs sind folgende Kegelschnittpaare zu 
einander harmonisch 
Ham Bischel 2%: 
(H’ + 3H’, N,) und (H2, H) 
(87) (H + 3H’, N,) »  (H3,H’) und demnach auch: 
as, Hee), aN.) 
2)inder Schaar ,H*: 
ee pik tem und. (NF) 
(88) {8 Ff’ — F’, HH) »  (N,, 4’) . und demnach auch: 
Were es eer ha ae ( NG HAYS 


*) Die nicht nummerirten Kegelschnitte erhilt man _ leicht nach 
Formel (79). 


Wierd chet a as a Me at I OEE *~ ies 
- AS a, é k, ane = 2! 
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101. Die Tabelle (86) zeigt ausserdem unmittelbar, dass 
die dualistischen Gegenbilder der Kegelschnitte 
EC, oe ele, § 
keine andern sind, als | 

H’ + 3.H, H+ 3H, Ff 23 ff ae 

Dies kann man aber auch leicht direkt, ohne Hilfe der 
zugehérigen biniiren Formen, nachweisen. 

Denn es war H’ der Kegelschnitt, der durch die Ecken 
aller der N, umschriebenen Dreiseite ging, deren Seiten (auf 


N,) diejenige Involution dritter Ordnung bildeten, die zu der 


der ersten Polaren der Form f (1) conjugirt war. 
Der zu H’ dualistische Kegelschnitt wird demnach um- 
- hiillt sein von den Seiten der N, einbeschriebenen Dreiecke, 


deren Ecken (auf N,) dieselbe Involution bilden, wie die Seiten 


der H’ einbeschriebenen Dreiseite. 

Dieser Involution gehérten zwei Elemente i,, A, an unter 
der Bedingung (Gleichung des Kegelschnitts H’) | 

(17) 0) Pog + 4% Par + 1% Pay + % Poy + % Pos 

F Sy % (P12 — Pos) = 0. 

Wir suchen die Verbindungsgeraden der Punkte 4,, A,, 
die dieser Relation geniigen. Nun waren (cf. pg. 44) die Coor- 
dinaten einer Geraden (A,, A,): 


10) 


(89) t, =9,, tm, = — ny hee 
so dass der Bees Kegelschnitt dargestellt ist durch: 
C 2 
(90) W, Pgg — 2 Uy Uy Dy, — 2 Uy U, Dog + %, Boi 


c 


2p 
HU (2Po3+ Put Pay 3-H uC qt Pat nat OH 
oder nach (51) (59): 
ese ; a 
(91) H,—3(3 Pos — Pyz) (My ul, — w,) x te 2 N,= 0. 
Nun war nach (50): 


TS ca See a ts eS 
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(50) H = ae 


2 2s, = EF” — F, mithin 


2 a Nie eee erece. 


Hy +2 /2 Nice ee 


; Genau in derselben Weise gelangt man vom Kegelschnitt 

_ F’ (80) zu dem dualistischen H’ + 3 H (76), und durch Ver- 
_tauschung von 3 p,, mit p,, (oder + //i mit — //%) vom 
~ Kegelschnitt F zu H + 3 H’. 

Dies mége durch den Satz hervorgehoben werden (mit 


Hilfe einer leichten Abkiirzung): 
p),Sind H’, H die beiden Kegelschnitte, denen 


die Dreiseite zweier conjugirter Involutionen 


(92) 


dritter Ordnung (auf einem Kegelschnitte N,) 
einbeschriebensind, und F’, F die beiden andern, 
fiir die diese Dreiseite resp. Poldreiseite sind, so 
sind dualistisch F’ — 3 F, F — 38 F’ die beiden 
Kegelschnitte, denen die Dreiecke derselben In- 
volutionen (auf demselben Kegelschnitt N,) wm- 
beschriebensind, und H’+3H,H+3H’ die beiden 
andern, ftir die diese Dreiecke resp. Poldrei- 


ecke sind.% 


S23. 
Fortsetzung und Schluss. Die Sehnen und Axen der cubischen 
Raumeurve. 


102. Wir wollen am Schluss den bisher durchlaufenen 
Weg der Abbildung von Raum auf Ebene in der Weise kurz 
umkehren, dass wir zeigen, wie man von der allgemeinen 


Lehre der Raumgeraden (der H-Kegelschnitte in der Ebene) 


A 


SE oy EY Ah SEN er oS ee Rare I ea ce ee es 
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wieder zu dem. urspriinglichen Fundament der Abbildung — 
(Nr. 23 ff.) zuriickkehrt. Bei dieser Gelegenheit wird denn auch © 
die Erklirung, wie sich die Covarianten einer cubischen Form. 
zu dieser auf dem (Norm)Kegelschnitt verhalten, nachgeholt 
werden. 

Die einem H-Kegelschnitt ein- und N, umschriebenen | 
Dreiseite reprisentiren die Ebeneninvolution der entsprech- 
enden Geraden H auf N, Daran schliesse sich hier beiliufig 


folgende Betrachtung. 

Umgekehrt entsprechen dann den siimmtlichen Kegel- 
schnitten, die einem festen, N, umschriebenen Dreiseit (A,, A,, A,) 
umschrieben sind, die simmtlichen Geraden der Ebene, die aus 
N, die Pupkte 2,, ,, A, ausschneidet. Liisst man beide Ebenen 


- gusammenfallen, so hat man das bemerkenswerthe Resultat: 


a) ,Man kann bekanntlich die Punkte einer 
Ebene bei festem Fundamentaldreieck noch auf 
zweifach unendlich viele Weisen durch eine qua- 
dratische, ein-eindeutige, involutorische Ver- 
wandtschaft aufeinander beziehen (indem man 
zB, einen ganz beliebigen Punkt der Ebene sich 
selbst entsprechen lisst). 


Denkt man sich durch die Ecken des Fun- 
damentaldreiecks eine sonst beliebige Raum- 
curve dritter Ordnung gelegt, so entsprechen 
jenen zweifach unendlich vielen Transformationen 
in der Kbene die zweifach unendlich vielen Ab- 
bildungen der cubischen Curve auf die Kegel-_ 
schnitte, die man dem Fundamentaldreieck ein- 
beschretben kann. 

Wir sind schon frither (Nr. 33) rein geometrisch zur Be- 
trachtung dieser quadratischen Transformation gefiihrt, und 
wiederholen hier nur die dortige Bemerkung, eine nihere Be- 
trachtung derselben mége verschoben bleiben, bis sich in der 
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sie an der ihr zukommenden Stelle zu untersuchen, 

103. Wir fragen jetzt zuniichst nach der Bedingung, unter 
der ein H-Kegelschnitt in zwei Gerade zerfillt. Die Gleichung 
von H’ war: 

2 . 2 2 
(1) OP ost 55 ne a FO OR ia iN re th 0,(D 19 —Py3)=0 


mithin seine Determinante: 


Poy Py—P 
Poy =" ae Puy Pos 
a Poy Po a pa 
Sheds Pa | deri’ 
(2)4’— oe Pos» Bae? oder4A’=| Pry 40 5 Psi 
P 9 
Sg Pa a Py Pa 
| 


Hs liisst sich aber 4 A’ auch in folgende Form bringen: 


Pov Pro Pog 3 

(3) a ied 297 2 ont? 12? Psy Fe (P.—3p o3)(P 0123 P og? art? 03? Fe) 
Pos Ps = Pas | 

wo der zweite Theil verschwindet. 

Durch Vertauschung von 3 p,, mit p,, wiirde sich daraus 
die Determinante A des Kegelschnitts H ergeben. ; 

Nun war aber (3) die linke Seite der Gleichung (cf. Nr. 37 
pg. 66) fiir die Geraden p,,, die in einer Ebene der Norm- 
curve liegen, also A = 0 die Gleichung der Geraden p,,, 
die die Normcurve treffen. Dies liefert: 

8) ,Zerfallt ein Kegelschnitt H in ein Linien- 
paar, so trifft die Gerade H die cubische Norm- 
curve und umgekehrt; zerfaillt dagegen der zu H 
conjugirte Kegelschnitt H’, so liegt die Gerade H 
in einer Ebene der cubischen Curve (u. u.).* 

104. Weiter ist aber leicht zu sehen, dass die eine Gerade 
eines Linienpaares H nothwendig Tangente von N, sein muss, 


ai a af) sa See 
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und umgekehrt eine Tangente von N, mit jeder Geraden der 
Ebene einen H-Kegelschnitt reprasentirt. 

In der That, der Kegelschnitt H zerfalle in die Geraden 
u, V, so dass: 

(4) H = Ne = (U9, + uy, 5 +4, 5.) (0-04-90, 61-85 3.) 
so geht die Bedingung fiir die Coefficienten 7, (d. i. die Be- 
dingung, dass der Kegelschnitt n. ein H-Kegelschnitt ist 
(cf. pg. 99)) . 

(5) Nop Nag = 4 Nor Mas hr Ng My) = 9 
iiber in’ : 

(6) (u, % — Wi) (v, 9, —%)) =90. g.ed, 

also lautet die Erginzung von (8): 

8.) ,Die Geraden, die die cubische Curve 
treffen, entsprechen den Linienpaaren H der 
Ebene, d.i.den Linienpaaren, deren eine Gerade 
Ne berthrté 

In der That folgt ja Satz (8,) aus (8), wenn man nur be- 
riicksichtigt, dass wenn eine Raumgerade die cubische Curve 
trifft, von den vier die Gerade treffenden Tangenten der Curve 
zwei coincidiren. ; 

Man kann aber auch beide Siitze (8) (8,) geometrisch un- 
mittelbar einsehen, vermége der Fundamentalbedeutung eines 
H-Kegelschnitts. 

Denn einem Linienpaar kann ein Dreieck nur so einbe- 
schrieben sein, dass entweder eine Seite des Dreiecks mit einer 
der beiden Geraden des Paares coincidirt, oder zwei Seiten 
des Dreiecks mit den beiden Geraden. Der zweite Fall ist 
offenbar nur ein Specialfall des ersten. 

Soll nun das Dreieck, wie fiir einen H-Kegelschnitt er- 
forderlich, ausserdem dem Normkegelschnitt N, umschrieben 


sein, so folgen daraus die beiden gesuchten Siitze. 


Die Reye’sche Apolaritit und die Normcurven. 7 


105. Sei nun die Tangente von Not und die weirs 


_ tere Gerade, die mit ihr den H-Kegelschnitt bildet, (a, B), 
so zerfallt die zugehérige H-Involution (dritter Ordnung) in 
den festen Faktor (A—t) und eine gewéhnliche mit den Doppel- 
elementen a, B. 


In der That haben ja die Ebenen durch die Raumgerade 
H mit der Curve N, einen festen Punkt (ct) gemein. Der Ge- 
raden (a, 8) in der Ebene entsprechen die Geraden der Fliche 
zweiter Ordnung, die durch N, und die Gerade H geht, und 
zwar der Schaar, der H nicht angehért. Die beiden T'angenten- 
ebenen durch H an diese Flache sind auch solche an die 
Curve, und zwar beriihren sie in den Punkten «, 8. 


Die zur obigen conjugirte Involution (d. i. die Punkt- 

involution der Geraden H) enthilt den Cubus eines linearen 
Faktors (A—t). 
Unter den Dreiecken, die dem conjugirten Kegelschnitt 
H’ (entsprechend der conjugirten Geraden H’, die in der 
Ebene t von N, liegt) einbeschrieben sind (und N, umbe- 
schrieben) befindet sich demnach speciell die dreifach zihlende — 
Tangente . 

106. Soll nun die Raumgerade H die Curve N, noch ein- 
mal treffen, d. h. Sehne sein, so miissen «, B coincidiren (in 1’), 
und der beziigliche H-Kegelschnitt besteht dann aus dem 
Tangentenpaar t, t’ (von N,), und umgekehrt muss jedes 'Tan- 
gentenpaar von N, einer Sehne von N, entsprechen. 

y) ,Diesist aber die urspriingliche Abbildung 
von Raum auf Ebene, nach der einem Punkte der 
Ebene (vermége seines an N, gehenden Tangenten- 
paares) eine Sehne der eubischen Curve ent- 
sprach u. u.“ 

Die niheren Beziehungen der in diesem Falle vorhandenen 
Kegelschnitte H’ H, F’, F zu den beziiglichen Complexen 
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sind schon friiher besprochen *), so dass hier nur one 
Erginzungen Platz finden mégen, die sich im Wesentlichen : 
auf die den Axen der cubischen Curve sntipredion Eel 


H-Kegelschnitte beziehen. 

Die einer Axe (tt’) zugehérige Ebeneninvolution enthilt 
die beiden Cuben (A—t)’ und (A—t’)®, setzt sich also aus ihnen 
linear zusammen. Dann gehért bekanntlich jede cubische Form 


~, deren Hesse’sche Covariante A die Wurzeln t, t’ besitzat, 


der Involution an, oder,*w enn ¢ irgend ein Tripel der Invo- 
lution, so ist sie dargestellt durch 

(1) p+hQ 
wo @ die cubische Covariante von 9 ist: 

6) ,Den Axen der cubischen Curve N, ent- 
sprechen alle die H-Kegelschnitte, deren zuge- 
hérige (N, umschriebene) Dreiseite eine Invo- 
lution (7) besitzen* oderauch: ,den Axen entsprechen 
alle nicht zerfallenden, N, an zwei Stellen be- 
riihrenden H-Kegelschnitte.“ 

107. Wie construirt man daher von dem gegebenen 
Punktepaar (t, t’) = A aus die Involution (7) oder, was das- 
selbe ist, zu einer cubischen Form ¢ ihre Covarianten A und Q? 

Dies ergiebt sich sofort mit Hilfe der Fundamental- 
eigenschaft des (Norm-)Kegelschnitts, dass die Punkte (Strahlen) 
einer Geraden (Punktes) (a, 6) eine Involution mit den Doppel- 
elementen a, 8 bilden. 

Denn benititzt man die bekannte Beziehung von Q und A 
zu f, dass jede der Wurzeln von Q@ mit den drei Wurzeln 
ein harmonisches Quadrupel bildet, und dass die Wurzeln von 


A die Doppelelemente einer Involution sind, der je eine Wurzel_ 


von ¢ mit einer zugehérigen von @ zusammen angehéren, so 


hat man®® (cf. Sturm, Crelle 86, pg. 121 ff.): 


*) Insbesondere vergleiche man die Tabelle (86) (der Nr, 100) mit 
den Resultaten der Nummern 63, 64. 


: 
; 
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8) ,Stellt man die cubische Form durch drei 
Tangenten d,, d,,A4, von N, dar, so treffen die Ver- 
~bindungslinien der Ecken dieses Dreiseits mit 
_ den Beriihrungspunkten der resp. Gegenseiten 
N,im Punkttripel Q@ und diese drei Verbindungs. 
geradentreffensichim PunkteA. 

Ebenso gilt die dualistische Construction.¢ 


108. Fiir A war das Resultat schon in der Nr. 34 implicite 
enthalten. Denn driicken wir das dort erhaltene Ergebniss 
dualistisch aus, so heisst es: ,,In einer Ebene yy Ag Ag liegt 
eine Axe der Curve N,, deren Ebenen «, 8 durch die Co- 
variante A der cubischen Form gegeben sind, deren Wurzeln 
Xj, Ag Ag sind.“ 

Diese Axe ist nun offenbar die (einzige eigentliche) Doppel- 
tangente der Curve vierter Ordnung mit drei Spitzen in 
X,, Ay Ay, die den Schnitt unserer Ebene mit der Tangenten- 
fliiche der Curve N, bildet. 

Dieser Doppeltangente und Axe entspricht nun nach der 
angegebenen Nummer (cf. auch Satz «) der Kegelschnitt der 
Ebene, der durch die Ecken des Dreiecks A, A, A, (das N, um- 
schrieben ist) geht und den Normkegelschnitt zweimal beriihrt. 

fete Giese. dy 

109. Mit den weiteren Ausnahmefillen der H-Kegel- 
schnitte wollen wir uns nicht aufhalten, sie sind ohne Miihe an- 
gebbar; es wird vielmehr hohe Zeit, dass wir uns unserem 
Hauptabschnitt, der Theorie der Involutionen vierter Ord- 
nung, zuwenden, zu der wir alsobald gelangen, sobald wir 
statt der (H-)Kegelschnitte durch die Ecken eines N, um- 
schriebenen Dreiseits diejenigen durch die Ecken eines ganz 


beliebigen Dreiecks substituiren. 


Daraus wird sich dann ergeben, dass die projektivischen 


Theorien der rationalen ebenen Curve vierter Ordnung, ferner 
12% 


en a i we TL 
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der allgemeinen ebenen Curve dritter Ordnung (sofern man 
sie als Jacobi’sche Curve eines Kegelschnittnetzes auffasst), 
sowie der allgemeinen quadratischen involutorischen Transfor- 
mation in der Ebene, endlich auch die Theorie zweier cub- 
ischer Curven im Raume, um unwichtigere hier nicht zu er- 
wihnen, mit der angekiindigten Theorie der biquadratischen 
Involution in gewissem Sinne identisch sind, woraus denn eine 
grosse Zahl, theils schon bekannter, meistens aber neuer 
Kigenschaften der in Rede stehenden Gebilde fliessen wird; 
namentlich in dem Sinne der (erweiterten) terniren und 
dann auch der quaterniiren Apolarititstheorie. 

Ehe wir aber dieses Gebiet in Angriff nehmen, mdge | 
noch die Theorie einer biquadratischen Form, die uns bisher 


beschiftigte, in der Weise abgerundet werden, dass auch die 


Darstellung auf der biquadratischen Normcurve, soweit 
es néthig ist, um den Zusammenhang mit dem Bisherigen 
deutlich hervortreten zu lassen, beriicksichtigt werden soll. 


§. 24 
S- . 
Darstellung der bindiren biquadratischen Form auf der biqua- 
dratischen Normeurve. 


110. Aus dem Hauptsatze des §, 13 geht einmal hervor, 
dass die I’orm 


me cod 3 Yas ate 
(1) ar x M+ 4,4 “4+ 4,=0 
einen Punkt im Raume von vier Dimensionen, mit den 


Coordinaten x, darstellt, bezogen auf die zugehérige Norm- 
curve : rs 


(Q)GArr4 MSC ea — FD 
sodann aber auch, dass jedes Punktquadrupel (s,) der Curve, 


dessen Verbindungsraum *) (uw, = 0) dureh den Punkt «, (1) 
geht, der Bedingung: | 


: H,: wy: x 


*) d. h. der Raum, der die vier Punkte des Quadrupels enthilt. 


- Die Reye’sche Apolaritit und die Normeurven, 181 


: x ot, x 
. 1 2 
ee eek ety 


gentigt (wie auch umgekehrt, dass durch (3) simmtliche 
Punktquadrupel der Curve von der angegebenen Art darge- 
stellt sind), 

In der That zeigen ja die damaligen Entwicklungen 
(cf. besonders die Anmerkung pg. 49), dass die Coordinaten U; 
eines Raumes uw, = 0, der aus der Curve ein Punktquadrupel 


s, ausschneidet, mittelst der Gleichungen bestimmt sind: 
(4) uw): u,:u,: U,: U, = $,: — BS 2. — 8, 

so dass die Gleichung (3) mit der Gleichung des Punktes 

L, yu, = 0“ (woaber jetzt die x, fest und die wu, variabel zu 

denken sind) identisch wird. 

111. Der bequemeren Anschauungs- und Ausdrucksweise 
halber mége statt der Betrachtung der Form (1) auf der 
Curve (2) die derselben Form auf der vom Punkte (1) 
in einen beliebigen Raum v, = 0 ,,projicirten® 
Curve (2) zu Grunde gelegt werden. 

Diese®) ,,Projektion’ geht einfach (ganz analog einer 
solchen im gewéhnlichen Raume von einem Punkte auf eine 
Ebene) so vor sich, dass alle durch den Punkt (1) gehenden 
Riume wu, = 0 (die als specielle Schnittgebilde alle Strahlen 
vom Punkte (1) an die Curve (2) d. h. ihren ,,Projektions- 
kegel‘ enthalten) mit einem festen, beliebig (doch so, dass er 
zum Punkte und zur Curve keine specielle Lage einnimmt) 

-gewiiblten Raume v. = 0 geschnitten werden, wodurch die 
Raume w= 0 in die Ebenen des Raumes v. = 0 und die 
Strahlen des ,,Projektionskegels“ in die Punkte einer 
rationalen Raumcurve vierter Ordnung iibergehen, 
fiir die also irgend vier Punkte dann (und nur dann) auf einer 
Ebene liegen, wenn sie (d. h. ihre Argumente) der Bedingung 


(3) gentigen, 


¥en 
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Da jedes Quadrupel (3) zur Form (1) apolar ist, so folgt 
hieraus sofort, dass auf ein ganz beliebiges Coordinaten- 
system im Raum v, = 0 bezogen, unsere Curve dargestellt ist 
durch das System: 

(5) oy, = 9, A) =4,, Nate ore Ato Cad 8), 
wo die ¢, der einen Bedingung zu geniigen haben, irgend vier 
(linear unabhiingige) zu (1) apolare Formen vierten Grades zu 
sein d. h. umgekehrt, wo die Form (1) die zur Gruppe der 9, 
conjugirte Form ist. 

(Dann sind nach Friiherem die Coefficienten x, in (1) die 
vierreihigen Determinanten des Coefficientensystems der 9. 
die sich also bei einer Collineation des Raumes v, = 0 nur um 
einen Faktor indern.) 

»yUmgekehrt stellen die binir-invarianten 
Kigenschaften der Form (1) (die zusammenfallen 
mit den combinant-invarianten HEigenschaften 
der gy) diejenigen quaternir-invarianten Kigen- 
schaften unserer Raumcurve (5) dar, dieidentisch 
sind mit denjenigen quiniir-invarianten Higen- 
schaften der Normeurve (2), die sich bei ihrer Pro- 
jection vom Punkte (1) aus (in einen beliebigen 
Raum v, = 0) nicht indern.* 

112. Wir schreiben wieder, um die Gleichférmigkeit 
mit den vorigen Paragraphen dieses Abschnitts zu wahren, 
statt (1), (3): 

(6) a = a, + 4a,%4+ 6a, +44, +a, % =0 

Oe 4, Sy Op 8) EG, 8, sa 6a, see 

Aus der Erzeugung der Form (6) aus (7) erkennt man 
zuniichst sofort®®): 

G).¢,Dieshorm a, = 0 stellt (in diesem Para- 
graphen) die vier Punkte der Curve (5) dar, in 
denen eine Ebene vier consecutive Punkte mit der 


Die Reye’sche Apolaritiit und die Normcurven. 183 


Curve gemein hat (oder kiirzer ihre vier ,Undu. 
lationspunkte“) und umgekehrt hatte man den 
Titel dieses Paragraphen durch diese Definition 
der Forma, ersetzen kénnen.é 


Da a, nur dann zu sich selbst apolar ist, wenn ihre In- 


variante 7 verschwindet, so haben wir?) : 
Die vier Undulationspunkte der Curve (5 
” 1 

liegen-dann und nur dann in einer Ebene, wenn 


die Invariante «i ihrer Form a, verschwindet.* 


Im allgemeinen ist durch drei Punkte der Curve 
(A, A, A,) der vierte (A,) eindeutig bestimmt, der mit ihnen 
auf einer Ebene liegt. Liegen aber die drei ersten in einer 
Geraden (die also dann eine dreifache Sehne der Curve ist), 
so wird der vierte (A,) unbestimmt d. h, die Argumententripel 
(,) der dreifachen Sehnen sind gegeben durch : 
8) Aer Cray Cert t05=l= 1d, (6,1 0 
Ap OO at On pa On, OK =O 
das heisst (cf. Nr. 50): 
B)-,Die zur Involution der ersten Polaren 


von a, conjugirte Involution (8) stellt die drei- 


mi 
fachen Sehnen der Curve dar. 

Wir geben diesem Satze noch eine andere Form, indem 
wir ausdriicken, wann eine Sehne (A,, A,) der Curve diese noch 


einmal trifft. 
Dann haben wir aus den Gleichungen (8) oder anders 


geschrieben : 
pe = (4, nae a, 7, + a, t,) + 4, (4, T+ Ms, T+ ah 7) 
©) is = (0,7, 4+ Oe 7, + 4, t,) A, (G7 + % T T,) 
a AeA A 
Ee A,, + A, A, =0 
i, 2u eliminiren und erhalten den Satz (cf. Nr. 51); 
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- Pa see ts” 


4 


B.) ,Die Sehne Q,, a, (x) trifft die Curve noch 


einmal unter der Bedingung: 
(Qh ke— An Ay = 
A, A,, 
113. Excurs. Diese dreifachen Sehnen bilden bekanntlich 
(cf. Nr. 13) die eine Regelschaar einer Fliiche zweiter Ordnung, 
der einzigen, die durch die Curve geht. Projicirt man nun, 
ganz wie oben, unsere Curve von irgend einem Raumpunkte 
aus auf eine Ebene, so erhilt man in dieser eine rationale Curve 
vierter Ordnung, fiir die vier Punkte in einer Geraden liegen, 
wenn sie zwei Bedingungen: 


(hea 0b 
geniigen. Soll aber der Projektionspunkt auf einer dreifachen 
Sehne liegen, so erhilt die ebene Curve einen dreifachen 


Punkt. 
Andrerseits wird aber fiir diesen ein vierter Punkt (A,) in 


den Gleichungen (11) unbestimmt d. h. es finden die Rela- 
tionen statt: 


05%“ @, 0; + @, 0, 4-4, G./— 0 
09) 8, Sos Gy GO) Onan) 
b, 5, + 6,5, +b, 6, + beg =O 
6, 9, + 6, 5, + b, 6, + 6,96, = 0 


und dies geschieht unter der Bedingung: 


(12) 


GH a, a, ag 


by b, by bg 


(13) B= 


Dies ist also die Bedingung des dreifachen Punktes der 
ebenen (der dreifachen Sehne der Raum-)Curve. In der That 


lassen sich (cf. Salmon, Héhere Algebra art, 220), wenn B= 0, 


die beiden Formen 
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(14) ay, 6, 
als lineare Combinationen derselben drei vierten Potenzen 
darstellen, woraus unter Bildung von a,, b, die Existenz des 
dreifachen Punktes sofort ersichtlich ist. (Dann sind auch 
ay, b, als Polaren einer Form fiinften Grades darstellbar, 


worauf spiter noch zuriickgekommen wird.) 

Schreibt man B mit Hilfe des Grassmann’schen Satzes 
(§. 1) in den Coefficienten der zu a,, b, conjugirten 
Gruppe, so kommt man thatsichlich auf die Form 
der Nr. 18 zuriick, die nur in der dort angegebenen Weise 
zu andern ist, um zur Gleichung der Flache zweiter Ordnung 
in Punktcoordinaten zu gelangen. 

114. Kehren wir zuriick zu Gleichung (10), so wird die 
Sehne A,, 4,, die noch einmal trifft, zur Tangente, wenn 
A, =, =) wird, wodurch H, in die Hesse’sche Form H von 
a, tibergeht. 

Setzt man andrerseits in (9) A, = A, =A und eliminirt 
dann ), so gelangt man zu den Restpunkten A, = p dieser Tan-_ 
genten. Diese Elimination lieferte (cf. Nr. 57) die Covariante : 

Oe Sap pea ot =O 
und man hat somit: 

vy) }Unter den dreéifachen Sehnen unserer 
Curve (5) giebtes vier TangentendA (mit den Rest- 
punkten pg): dann sind die A die Wurzeln der 
Hesse’schen Form Hvona,, und die p die Wurzeln 

der Covariante (9) P.¢ 

115. Soll die Invariante 7 von a, verschwinden (ct. 


Nr. 55) so giebt es ein Werthepaar 6,, 5, (t,) das die Gleich- 
nnigen : 

[is — ie a a In 

5 aye Poe a, tT + a, T, + 4, tT = 9 


(10) | 
Li. =4,%+4,% +47 =0 


~~ 
. 
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befriedigt, also mit jedem Werthepaar i,, 4, zusammen ein auf 


einer Ebene liegendes Punktquadrupel der Curve bildet und 


somit einen eigentlichen Doppelpunkt der Curve darstellt. 
Dann wiirde H das Quadrat einer quadratischen Form (deren 
Wurzeln eben &,, 5, sind). In der That werden ja die drei- 
fachen Sehnen dann die Kanten des Kegels zweiter Ordnung, 
der die Curve vom Doppelpunkte aus projicirt und es ist evi- 
dent, dass die Tangenten (cf. y), die die Curve noch einmal 
treffen, keine anderen sein kénnen, als die Tangenten des 
Doppelpunktes selbst. Somit gilt der Satz49: 


6,) »Wenn j = O (und nur dann), besitzt die 
Curve (5) einen eigentlichen Doppelpunkt 6, 6,. 
Dann wird sowohl H als P gleich A’, wo 6,, 5, die 


Wurzeln der quadratischen Form A sind, und 
zwar stellt genauer H die Tangenten des Doppel- 
punktes, P die inihnen liegenden beiden Punkte 
dar.“ 

Man kann die Argumente 0, als die des Doppelpunktes 
' wiihlen, was vermége der linearen ‘Transformation 


tx ak 
Sines yes eest 


geschieht und zugleich & so bestimmen, dass a, die einfache 
Form aunimmt: 
(12) a, = Feo ie 
Dann wird 
(13) a, =A, A, A,A, —1=0. 
Im allgemeinen dagegen wird 
ae 4 
(14) a = Q—8)" d, + (A—4,)* d, 


und 


(15) a= 4 @) dq, +4@)d,=0 


(16) p (A) = Q—A,) A—A,) A—A,) A—A,). 


= 
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116. Ricken die Argumente 6,, 5, zusammen, so wird der 
Doppelpunkt zur Spitze. Wir wollen die Invariantenbedingung 
dafiir in verschiedener Form aufstellen. 

Sei vorliufig noch 6,, 6,, so kann man zuniichst aus je 
zwei der drei Gleichungen (10) die aus 6,, 8, gebildeten Funk- 
tionen t, berechnen. 

Fiihren wir drei unbestimmte Faktoren Por P12 Po iN, 80 


erhalten wir zuvorderst: 


a, a, a a. a 


acd 0 4 

owetes —p,t = Bee) roe 
ae a, a, | ee DEG Ne PED Oh oiet 
a a te | la. @ 
- pM 1 3 Leh Or 2 Ae ere OT 
eyo a amen a ar eh aaah 
3 08 ia 2a AS Qs 
a, a, | a a a, & 
28 | eee eee: Maeisee 

Goo am eS ates ies 08 oa 
as My Og:0) Rtas 


mithin zwischen den ¢ die Relationen : 


Py * Py t 
(18) ,=— 0 i A= 2 


% () 


also umgekehrt aus (17) (18): 


a, Me, oer ia : te os 
(ly Oy, = Po * Osdy tite Po ? | a, a, | Ole 
(19) a, a, dees yO) Ro a 
a, eh T a, as ve % lay a,b % 


Die Bedingung fiir das Coincidiren der Werthe 6,, 6, 
(20) 4%, t, — t, =0 

lautet daher nach (19) 
a, a 
(21) 4 | oe 
a, Uy 
Andrerseits werden dann aus den Gleichungen (19), wenn 

8 das Argument der Spitze bezeichnet, die folgenden ; 
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ly Oy) Pe ie guy aay et <a 
= Po | emote Po "la Givens 2 
d,s Oy | A, a, eee BS 
(22) y i | 
a, a 
hme Pete at) tt Ee oot | See ene 
0 2 | | a 0 
a, a, | A, A, 1, 


woraus sofort folgt, dass die Hesse’sche Form von ay tiber- 
geht in 
(23) aa05 (A—8y*. 
Dies liefert zuniichst : 
6,) ,ist i= Oundj =O (und nur dann), so be- 
sitzt die Curve (5) eine Spitze, die vierfach ge- 
rechnet die Hesse’sche Form von a bildet, so 


dass ihr Argument aus irgend zwei der Gleich 
ungen (22) berechnet werden kann.‘ 
Wenn aber ¢ und j verschwinden, so hat bekanntlich a) 


einen dreifachen Faktor 
(24) a, =Q—a)* Qe) 
(Denn da dann auch die Discriminante von a, verschwin- 


det, so ist es erlaubt, eine canonische Form fiir a) einzufiihren, 


in der a4) =a, = 0. Dann aber muss wegen 7 = 0 auch a, © 


verschwinden.) 

Nimmt man 6 einmal =0, das anderemal = », so gelangt 
man zu zwei Normalformen von a, denen folgende beiden 
Normalformen der zugehérigen Form a, entsprechen : 

f ks, +, §, =90 
ks, +k, 5, =0 

Aus I geht wieder die allgemeine Form fiir die Spitze 6 
hervor: 


(25) 


(26) K, (A, —8) (4,—8) @,—8) (A, — 8) 
+ Ky [A, — 8) @,—8) @,—8) + ,—8) Q,—B) (A,—8) 
+ (A,—8) (A; —8) (A, 8) + (A,—8) (8) (A,—8)] = 0 
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__ oder einfacher 

Z ik 1 i 
(26) K, ees 

— (6) Flee 5S yaaa we 


Diese Glecierect werden noch mehr vereinfacht, wenn 


ae) 


man der einen noch itibrig bleibenden Undulationsebene das 
Argument oo resp. 0 beilegt. Dann gehen dieselben iiber in: 


(25) " me a 


1 


” 1 
eS) Sehee coe sPoncat yaa 


2 


Dies Trick en wir in einem besonderen Satze so aus: 

6,) ,Riicken drei der vier Undulationsebenen 
der Curve (5) zusammen, so wird ihr gemeinsamer 
Punkt zur Spitze (und umg.); hat diese das Argu- 
ment6,so geht die Bedingung, dass vier Curven- 
punktein einer Ebene liegen, in die Form iber: 


4 1 
(27) di ees = const. 
1 1 Pent 


wodierechts stehende Constante verschwindet, 
wenn man (was immer erlaubt ist) der vierten 
UndulationsebenedasArgumento beilegt. 

Legt man ausserdem zugleich (was gleich- 
falls erlaubt ist) der Spitze das Argument 0 bei, 
so geht (27) iiber in 


(28 )es, — 0 
oder bei Vertauschung derArgumenteQ, oin 
(231). 5 == 0." 


117. Nun gelingt es aber auch ohne Miihe, diesen Satz 
unmittelbar und continuirlich aus der Gleichung (15) 
a, = 0, die fir den Fall eines Doppelpunktes 6,, 6, galt, ab- 


zuleiten, indem man 6, sich 6, immer mehr niahern lisst. 


Schreiben wir sie etwas anders: 
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(15) $@)—Dd@) =0 
oder auch, wenn 
(16) 5, —— 6, = A gesetzt wird 
iv folgender Form: 


ig LCP ee 


so bemerken wir, dass sich D hase mit kleiner werdendem 


A der Eins nihert und in diese iibergeht, falls A verschwindet, 
d. h. die linke Seite wird dann der Differentialquotient von $ (6,) 


nach 6,: 
d O as , 
(29) - a eet = 0 oder kiirzer (6,) =i 
oder auch nach Division mit $ (6,) 


V@) dg ¥@ 
b(,) Tea Se 
was sofort zu Gleichung (26”) fiihrt, von der man dann wieder 
zu (27) gelangt. 

118. Excurs. Clebsch* schliigt ein iihnliches Verfahren ein 


a 


fiir die rationalen ebenen Curven, nur dass er seine Betracht- 
ungen an die Abel’schen Integrale der rationalen Curve anlehnt, 
was wie man aus Obigem erkennt, durchaus unndthig ist. 

Ks mag bei dieser Gelegenheit der Zusammenhang beider 
Betrachtungen kurz erértert werden. 

Der Kinfachheit wegen beschriinken wir uns gleichfalls 
auf die ebenen rationalen Curven (obgleich dieselbe Be- 
trachtung fiir jede rationale Curve gilt), Sei eine solche ge- 
geben durch: 

(31) px, = 9A) =a + .. 4, 
so kann man stets die lineare Transformation ausgefiihrt 
denken, durch die irgend einer der Doppelpunkte die Argu- 


mente 0, o erhilt. Dann miissen aber nothwendig die Be- 
ziehungen herrschen 


: Ay 
ze 
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(32) ta,, = a, 
was zur Folge hat, dass eine der Schnittpunktgleichungen, 
wenn sie nach §. 2 abgeleitet werden, in die Form iibergeht: 
CBS DE Aire Ae a. 

Daraus folgt, wenn man sich die angewandte lineare 
Transformation wieder riick wiirts ausgefiihrt denkt, dass sich 
das ganze System der Schnittpunktgleichungen ersetzen lisst 
ie ei andere: 


i) Ag 0%) + A) *) 
ay | 2 —£) ey. (eon. = ¢, oder p(a,)—t, b(8,) =0 


wo (34) aus so viel Gleichungen besteht, als Doppelpunkte 
a,, B,, vorhanden sind. (Die Constanten 1, sind dann leicht 


nach Clebsch mittelst der Curven (n—3)"" Ordnung, die durch 
alle Doppelpunkte, immer einen ausgenommen, hindurchgehen, 
in ihrer Abhingigkeit von den «, £, darzustellen.) 
Liisst man nun den Doppelpunkt zur Spitze werden, d. h. 
riicken a, 8, zusammen in 7, so geht nach unserm obigen Ver- 
fahren (34) iiber in die andere 


(35) 2 = = const. = 0 


oder oe (36),s; == O- resp. ¢ 2. == 0. 

In der That ist ja die Verbindungslinie der Punkte mit 
den homogenen Coordinaten a,,, a,,, die Tangente des Punktes 
co: diese wird aber unbestimmt (und nur dann) wenn der 
~Punkt «© eine Spitze wird, andererseits aber, wenn die beiden 
angegebenen Punkte identisch werden. Dann aber erhalt man 


nach §. 2 als eine der Gleichungen (34) : 


*) Andrerseits ist diese Form a priori angebbar. Denn da jede 
der Schnittpunktgleichungen linear und symmetrisch ist und ferner, wenn 
a, B; ein Doppelpunkt, eine der Gleichungen fiir A, = a, 4, = 8, 
(r, s, = 1, 2,... m) identisch erfillt werden muss, so kann sie nur die 


Form (34) besitzen. ; r 


- Tw ce ‘i= av? Peay TR Ss Eerie ores Pm 
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S,_, = const. “s 

Das Entsprechende gilt fiir das Argument 0. 

Wir gelangen nun zur Clebsch’schen Methode, wenn wir: 

(87) Ig Q—a) =p”, Ig QB) =v, Ig, =A, 
setzen. Dann erhalten wir im allgemeinen durch Logarith- 
mirung von (34) 

pO po po f 
(38) yo) + 0 +.. yo. = A, + 2 xni oder = A, (mod. 2 x2) 


oder wenn nach 
,—% (i) 
iy 5S pleni 1) 
(9) Wg = Gat 
gesetzt wird, 
(S32 oet Oe Ne 
Dies ist die erste (Integral-) Form von Clebsch (fiir den 
Doppelpunkt a, B.). Schreiben wir jetzt (88) etwas anders : 
40) DpOW=A d va 
nag Cos atan te 
und lassen nunmehr «, und 8, sich nihern, so nihert sich A, 
der Grenze 0 und wir haben fiir «, = 8, 
(41) = p= 0, 


Dies ist die zweite (Integral-) Form von Clebsch (fiir die 
Spitze «.). Durch Differentiation gelangt man wieder zu | 


den Iormen (34) (35) zuriick. 


In der That denkt man sich, wie hiiufig geschieht, die 
rationalen Curven continuirlich aus solechen vom Geschlechte 1 
(den elliptischen Curven) entstanden, so werden durch diesen — 
Process die auf die Doppelpunkte der elliptischen Curve be- 
ziiglichen elliptischen Integrale dritter Gattung zu Logarithmen 
d.h. man gelangt von den Gleichungen des Abel’schen Theo- 
rems, nach denen die Summe von » Werthen eines solchen 
Integrales, bezogen auf die m Schnittpunkte der Curve mit 
einer Geraden, einer Constanten (abgesehen von Perioden) 
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e gleich ist, continuirlich zu Gleichung (38’) und dadurch zu (34). 


_ Man kann also sagen: 


»Durch die Substitution (37) ,A—a, =e'i* gehen 
die Gleichungen des Schnittpunkttheorems der 
rationalen ebenen Curven iber in die des Abel- 
schen Theorems fiir dieselben.¢ 

Fir Raum- (und héhere) rationale Curven treten Doppel- 
punkte im Allgemeinen nicht mehr auf, so dass dann auch 
die Form (38) resp. (84) nicht mehr méglich ist, dafiir werden 
wir aber, wie sich spiter zeigen wird, in vollstindiger Analogie 
mit der Ebene, die vierfachen Sehnen (und entsprechend in 
héheren Raiumen die sechsfachen Ebenen etc. der Curven) ein- 
fiihren. Ist eine solche vierfache Sehne einer Raumcurve durch 
die Argumente 
. 6, 6, 9, 8, 
bestimmt, so lauten stets zwei der Schnittpunktgleichungen 
der Curve: 


(49) ie $(6,) + 4, (2) + 4, E,) + 4, $6, = 0 
Ad, 6) + 4,96) + A, $6) +4", Y(8,) = 0 
ines. 
119. Von der Covariante © wurde pg. 117 gezeigt, dass 
ihre drei Wurzelpaare ¢«, y, (@ = 1, 2, 3) die Higenschatt 
haben, dass sowohl e 7,, als ¢, 1, ein zu a, apolares Quadrupel 


bilden d. h. die Gleichung a, = 0 befriedigen (und dass 
umgekehrt dies die drei einzigen Werthepaare *) der Art sind). 
Dies giebt den Satz: 

e) ,Die Covariante @ stellt die drei (eigent- 
lichen) Sehnen der Curve dar, die zugleich Axen 
(Linien zweier Osculationsebenen) derselben 
sind. 


*) Mit getrennten Elementen, denn uneigentliche Werthepaare der 
Art (mit zusammenfallenden Elementen) sind ja durch x k. gebildet, wo 


4, eine Wurzel von a, ist. 
1 
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120. Endlich fillt ein Beriihrungspunkt der Tangenten 


(cf. y), die noch einmal treffen, mit seinem Restpunkt zu- 
sammen, wenn die Tangente zur dreipunktigen wird und um- 
gekehrt. Dann hat man in den Gleichungen 
(9) A; = 0, Ap =O" 
A, =A, =A, =A zu setzen und A zu eliminiren. 
Da aber A,, A, durch Gleichsetzung der drei Argumente 


A,» Ay» A, zu den ersten Differentialquotienten von a, werden 


und deren Resultante gleich der Discriminante D von a, ist, 


so hat man: 

¢) ,Hine in drei consecutiven Punkten tref- 
fende Tangente der Curve ist (und nur dann) 
unter der Bedingung D=Ovorhanden, dann ist 
sie die Axe von zwei consecutiv gewordenen Undu- 
lationsebenen der Curve: das Argument dieser Tang- 
ente ist zugleich eine gemeinsame Wurzel von HundP.* 

121. Mit Hiilfe dieser Siitze ist es ohne Miihe méglich, 
alle weiteren invariantiven Bildungen (resp. Bedingungen) 
auf der Curve (5) zu studiren, was uns hier indess von der 
Ausfiihrung unseres Hauptplanes, die Apolaritiit (vor Allem 
die ternire und quaterniire) in der Theorie einer (und 
mehrerer) biquadratischen binéren Form nachzuweisen, zu 
weit abfiihren wiirde. 

Nachdem die Apolarititstheorie einer solchen Form im 
Wesentlichen durchgefiihrt ist, eriibrigt noch die schon be- 
deutend schwierigere zweier solcher Formen d. h. die Theorie 
der Involutionen vierter Ordnung, die ja nach dem Hauptsatze 
des ersten Capitels mit der Theorie der Gruppen von drei 
solchen Formen identisch ist. 

Diese Theorie der biquadratischen Involution ‘fiihrt dann 
wieder unmittelbar zur Theorie einer und mehrerer Formen 
sechsten Grades, da beide auf’s innigste verwachsen sind. 


Im Uebrigen sehe man den Schluss des vorigen Para-— 


graphen nach, 
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Abschnitt I. 


Die biniire Form sechsten Grades und die biqua- 
dratische Involution und ihre Apolarittitsverhiiltnisse 
auf den Normcurven zweiter, dritter und vierter 


Ordnung. 


§. 25, 


Die Darstellung auf der cubischen Normcurve. 


122. Dieser Abschnitt beginne mit einer einleitenden 
Bemerkung, die sich auf die Darstellung im Weiteren 
bezieht. 

Nach den systematischen Entwicklungen nemlich, wie sie 
bis jetzt vorliegen, und die besonders im zweiten Capitel 
(Abschnitt I und IT) eimzelne Wiederholungen, sowie Wieder- 
gaben von Bekanntem nicht vermeiden liessen, diirfte eine. 
thunliche Gedringtheit von nun ab geboten sein, um so 
wenigstens einen Theil des reichen Stoffes in dieser Arbeit 
bewiltigen zu kénnen. 

Um den Gang der weitern Theorie (mehrerer) Haatteas 
tischer Formen spater nicht zu oft zu unterbrechen, mége 
zunichst die Hiilfstheorie der biniren Form sechsten Grades, 
soweit sie sich an die Betrachtung dieser auf der cubischen 
Normeurve (und weiterhin auf dem Normkegelschnitt*)) an- 
lehnt und fiir die Abrundung der erstgenannten Theorie er- 
forderlich ist, vorausgehen. 

123, Nach Reye* trigt (stttzt, ist apolar zu) eine 
Fliche zweiter Ordnung F’,: 


(1) a. =ULa4A, x, x, Eng EL im ae 0. 1, 2, 3) 


*) Die darauf beziigliche Betrachtung fallt mit der zur Normcurve 
vierter Ordnung gehérigen, wie sich zeigen wird, im Wesentlichen zu- 


sammen,. 


Loe 
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eine andere Fliche zweiter Klasse ®, (und umgekehrt ruht 
(stiitzt sich) dann die letztere auf der ersteren): 
(2) wy, = UDw, «a, = 0 : 
unter der Apolaritiitsbedingung (des Verschwindens der biline- 
aren Invariante beider): 
(3) (aa)? =Uda, a, = 0. 

Dann giebt es nach Hesse*) ein (und damit unendlich viele) | 

Poltetraeder der ersten (zweiten), die der zweiten (ersten) um- 


(ein-) beschrieben sind, 
Wir suchen jetzt die Bedingungen, unter denen eine F’, (1) 


alle einer cubischen Raum- (Norm-)Curve umbeschriebenen 
Flichen zweiter Klasse ®, oder, wie wir kiirzer sagen, die 


Curve sttitzt*). 


Die ganze der Normcurve 
a4 (4). 00, — lot i= 3A, pt Sh po, == Xe oder 
sae ND 
umschriebene Klassenschaarschaar von ®, war gegeben dureh 
(v. pg. 49) 
(6) Vv, (u) U_ — ui) + ¥, (u, U,— %, U,) + vy (U, % — u;) ry 
Soll demnach die J’, (1) die Curve N, (5) d. h. die 


Fliichen der Schaarschaar (6) stiitzen, so sind dazu die drei 


B) ra ase cH eft hae 
(5) rat =A"; Gu, =A jotts = AF ote 


Bedingungen nothwendig und hinreichend: 
(1) og = yyy Moy = M yyy Uy = Aye. 
,»Diese Bedingungen (7) sind vollkommen aus- 
gedriickt, wenn man die Coefficienten von (1) der 
Bezeichnung unterwirft: 


**) Im dualistischen Falle nennt dann Reye (Crelle’s Journal Bd. 82) 
die Curve die cubische Polcurve der Fliiche. Danach miisste man, 
wenn, wie oben, die Fliiche ie die Curve stiitzt, genau sagen: die Curve 


ist die cubische Polarencurve der Fliiche. Den Grund dieser Be- 
zeichnung wird man bald erkennen, 


Liao ern PSM Oe pe Ren > . Pen, ~ Oy a 
: See tits A ee Watt Nee & yees ae 
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Qra,=a,,6++ k= 0,1,.. 6). 
Dann geht die F’, (1) in die Gestalt tiber : 

(9) a. = 2, (a, % + 4, %, +4, z+ a, x) +2, (a, 4, 
+4, % + a, %, + a, %) + 4, (@, % + 4, %, + a, ®, 
+ @, #,) + #, (a, %, + a, 0, + a2, + a, #,) = 0. 

Da aber die canonische Form der cubischen Curven 
(cf. pg. 49) so gewahlt ist, dass die homogenen Coordinaten «, 
eines Raumpunktes gerade zusammenfallen mit den homo- 
genen symmetrischen Funktionen o, dreier Klemente (der 


Parameter der durch den Punkt gehenden Ebenen der Curve), 
so entsteht (9) aus der einfacheren Form: 
LOS a Osa, SG, 8) -fe a, 8. = a,) 8 1a 8 
ae So 10; 
wenn man von den sechs Hlementen A, A,... A,» aus denen 
die s gebildet sind, immer zwei einander gleich setzat: 
Ge eee fe Ag oe A Hed te ee 
Soll dies auch dusserlich hervortreten, so schreiben wir in 
(9) die o statt der x und erhalten 
(12) ae ==() 
Der Schnitt der F’, {(9) oder (12)} mit der Normeurve J, 
(4) liefert das Sextupel : 
(13) f=a, = 6, Ot + 6a, Aw? + 15 a1, * wt + 20 Od? poo 
+ 15a, py +6a,¥pta r= 0. 
Dieses geht aus (10) a, durch Gleichsetzen aller Elemente 
X hervor d. h. a, ist die nach sechs Klementen pe oper O 
polarisirte Forma, (13). : 
Daraus folgt dann, dass man (cf. pg. 36) der Form a. 


(12) auch die Gestalt 


14) @=a 
oases BLS Bs 


geben kann, sowie, dass die Klammerfaktoren in (9) die dritten 
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Ueberschiebungen (bilinearen Invarianten) der dritten Dif- 
ferentialquotienten von f tiber die cubische Form mit den 
Wurzeln p.,, }4,) p, sind. 


Umeekehrt ist die Form a@,, also auch a2 = a’ eindeutig 
8 x 


durch a, bestimmt; wie auch geometrisch evident ist, da durch 


sechs gegebene Punkte (13) f = 0 von N, nur eine F’, gehen 
kann, die alle N, umschriebenen ®, stiitzt. 

Da die Normgleichung einer cubischen Raumcurve, so 
lange diese eine eigentliche ist, immer (pg. 47) durch eine 
bestimmte Raumcollineation herzustellen ist, so hat man: 

a) ,Durch irgend sechs Punkte*) einer cubi 
schen Raumcurve (auf der eine Parameterverthei- 
lung ausgebreitet sei) 

(13) a, =0 
geht eine einzige sie stiitzende PF, deren Glei- 
chung dann mittelst einer bestimmten Colline- 


ation stets indie Gestalt gebracht werden kann: 


(12) (14) af = ae 19.2 = 0.4 


124. Suchen wir nunmehr, ehe wir die F, (12) niher 


untersuchen, die zur vorigen dualistische Entwicklung. 
Das der Curve WN, (4) einbeschriebene F’,- Netz war 


(pg. 48): 
(15) p, (8 a, es ce) + pt, (9 % %, — x, 25) 
+ p, (8 2, x, — x) = 0. 

Somit ruht eine Classenfliche ®, 
(16) wg = 0 
auf der Curve N,, wenn: 


*) Man kénnte auch sagen: durch sechs Raumpunkte geht | 
eine einzige Fy die die durch die sechs Punkte gehende cubische Raum- 


curve stlitzt ete, 


ey if ge y : 
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(17) 8, = 3 Boor Bio = 9 Bos, B., = 3 8B,,. 
Ersetzt man daher zuvérderst in (£6) die Bas "p atas 


durch ihre resp. rechten Seiten in (17), so kann man dann 
wiederum die Bezeichnungsart einfiihren: 


(18) Be = 8, @+4=0,1,...6) 
wodurch aus (16) wird: 
(19) we = w, B, + 2 u, u, 8, + 2 u, u, B, + ue B, 
+ B, (2 uw, vu, + 3 uw) + 2B, (u, vu, + 9 u, Uy) 
+ 8, (2 u, u, + 3 u,) = 0, 
und fiir das Sextupel der dieser Fliche mit N, (5) gemein- 
samen Ebenen erhalt man: 

(20) B, = B, 2° — 2B, ayy +5 8, aby? — 20 8,2 

+58. p'— 26, + Bph =O. 

125. Diese beiden Formen (19) (20) bedingen sich also 
wieder gegenseitig eindeutig. 

Vergleicht man beide, so erkennt man ohne i citaee 
dass (19) entsteht, wenn man aus B, (20) zunichst die Form 
8. (durch Polarisation nach sechs Werthen) bildet, und dann 
inf die Substitutionen vornimmt: 

Glo =u, ¢,—=— 3%, 6 = 3%, 5, =—U, 
Dies war aber a priori vorauszusehen, denn die Bildung der 
Gleichung einer Klassenfliche ®,, die mit N, das Sextupel B, 
(20) gemein hat und auf N, ruht, muss ja gerade so (nur 


dualistisch) erfolgen, wie die der Ordnungsfliiche F’, (12), die 


mit VV, das Sextupel a, gemein hat und N, stiitzt. 

Da aber die o mit den Coordinaten eines Punktes identisch 
sind, so gehen vermodge der Gleichungen (21) (cf. pg. 49) 
Punkt- in Ebenencoordinaten (fiir dieselben Argumente 


Py Py oy) itber. 
gq. & a, 


= on Jes dee 2 ie 
ag x oS 


x 
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Andrerseits tiberzeugt man sich sofort, dass die bilineare 
Invariante der Flichen (12) und (19) identisch ist mit der der 
beiden biniren Formen (13) a, und (20) 8,. Demnach gilt 


der wichtige, spiiter vielfach beniitzte Satz: 

8) ,Die bilineare Invariante zweier biniren 
Formen sechsten Grades (a, by) ist identisch mit 
der zweier quaternirer Formen zweiten Grades, 
die, = 0 gesetzt, eine FP resp. ®, darstellen, die 
eine (sonst beliebige) cubische Raumcurve tragen 
resp.auf ihr ruhen, und mit ihr die gegebenen 
Formena, bresp. gemein haben. 

Sind also die bintiren Formenapolar, so auch 
die quaterniren und umgekehrt.* 

Auch dieser Satz ist leicht ohne spezielle Rechnung zu 
erhirten. 


Denn die Gleichung einer F’,, die aus einer cubischen 


Curve das Punktsextupel a$ ausschneidet und auf der Curve 
ruht, muss (wie auch aus (12) ersichtlich) offenbar vom ersten 


3 ates 6 J é : 
Grade in den Coefficienten von a) sein: desgleichen die zur 


areas : : 6% Stine 
Curve beziiglich einer zweiten Form 6) sich dualistisch ver- 


haltende ®.. 


Die simultanen Invarianten beider Flachen sind von einer 
linearen ‘Transformation auf der Curve véllig unabhingig d. h. 
simultane Invarianten der Formen a}, b$ (durch die ja die 
resp. I’lichen eindeutig bestimmt sind). 

Da endlich die bilineare Invariante der beiden biniiren 
Formen die einzige ist, die vom ersten Grade in den Coeffi- 
cienten beider wird, so ist der Satz bewiesen, der in dieser 
Art eine Verallgemeinerung *) des Nr. 49 aufgestellten ist. 


126. Wir kehren jetzt vorliufig wieder zu der einen Es 
(12) zuriick. 


*) Der ganz allgemeine Satz findet sich in Cap. III dieses Werkes. 


a ep eee re 


4 
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In Ebenencoordinaten schreibt sie sich: 


Ay 1, A, My U, 
a, a, a, a, U, 
22 4 2S =a) 
(22) = (a, a, a, 4a, u, 


a, a, a, a, WU, 


Ub, U, Uy UW, O | 
wo die rechte Seite die geriinderte Determinante der F’, ist, 


die mit der Invariante vierten Grades a} (cf. Salmon, Hohere 


Algebra, art. 252) zusammenfiillt *). 
Combinirt man (22) mit der Gleichung von N,, 80 ergiebt 


sich das die gemeinsamen Ebenen beider Gebilde darstellende 


Sextupel als die Covariante von a) = f: 
Liat eee fetes 
Oe Tiis Jines foe 
! fies bcc er 
d.i. die Determinante der vierten Differentialquotienten von f. 
Dieses Resultat wird sich bald auch geometrisch be- 
stitigt finden. Es ist die Erweiterung (cf. Kap. III) des 
Nr. 48 bewiesenen (terniren) Satzes und mag besonders be- 
tont werden, zumal da der eigenthiimliche Zusammenhang der 
Formen f und # spiiter eine sehr wichtige Rolle spielt. 
vy) »Hat eine eine cubische Raumcurve stitz 
ende #’, mit ihr das Punktsextupel f eemein, $0 
sind die gemeinsamen Ebenen beider durch die 
Form H gegeben, wo H die bekannte Covariante 
yon f (Determinante der vierten Differential- 
quotienten) ist.4 
Nehmen wir das Resultat vorweg, dass zu einer gege- 
*) Es ist dies die von Sylvester so genannte Catalektikante, deren 
Verschwinden die nothwendige und hinreichende Bedingung ist, dass die 
Form f als Summe von drei sechsten Potenzen darstellbar ist. Davon wird 


weiterhin Gebrauch gemacht, 
Sai 
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benen biniiren Form H fiinf andere gehéren, so dass ihre Co- — 
variante H mit der ersteren Form identisch ist, so gilt im An- 
schluss an y): 

6) ,Sechs Ebenen einer cubischen Raum- 
curve sind zugleich die Ebenen von fiinf die 
Curve stiitzenden Flaichen zweiter Ordnung (und 
dualistisch).¢ 

127. Wir gelangen jetzt mittelst der Form f zu einer 
sehr einfachen Darlegung der zum Theil schon von Reye 
(Crelle Bd. 82) eingehend untersuchten Eigenschaften der Pol- 
vielflache der Fliiche (12), die der Curve N, umbeschrieben 


sind. Man erkennt leicht die Analogie mit den Entwicklungen 
fiir den Normkegelschnitt, auf dem eine biquadratische binire 
Form gegeben war. : 
Theilt man nemlich die sechs Werthe A in (10) a, in zwei 
Gruppen 
A, Ag As} Ay As Ay mit den bez. symmetrischen Funktionen 
a >. v0, 1,253) 


so geht (10) tiber in 
(24) as ==: Ged a 
die Punkte (¢) (t) bilden ein in Bezug auf unsere F’, [(12) oder 


(14)] conjugirtes Paar. Aus der Symmetrie der Form (10) in 
den sechs Elementen A folgt dann sofort: 

e) ,lrgend ein conjugirtes Punktepaar uwun- 
serer eine cubische Curve stititzenden Fliche be- 
stimmt*) (mittelst der beiden an die Curve ge- - 


*) Ist eine beliebige Fliiche zweiter Ordnung ae = 0 gegeben, so 
bestimmen bekanntlich44) (cf. z, B, Rosanes, Crelle’s Journal Bd. 88, pg. 266 ff.) 
irgend vier conjugirte Punktepaare der Fliche sechs weitere, die mit 
den ersten die Gegenecken eines Polsechsflachs der Fliche bilden. Es 
sind dies die zehn zerfallenden Flichen der dreifach unendlichen Schaar 


von Flichen zweiter Classe, die sich aus den ersten vier Punktepaaren 
linear zusammensetzt. 


bs 
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henden Ebenentripel) ein der Curve umschrie- 
benes Polsechsflach der Fliche (d.h. dessen simmt- 


Der Ubergang von diesem Satze zum obigen (e) gestaltet sich ganz 


_ analog wie in der Ebene (cf, pg. 88). 


Sind dureh vier conjugirte Punktepaare irgend einer H’, weitere mit- 


bestimmt, so findet eine lineare Identitit (in den a,,) der Form statt: 


eat ig ke Oy 95 + ky a. x873 + k, Ory + &, Os yp 0. 

In a at giebt das zehn Gleichungen, aus denen sich gerade die 
zehn Unbekannten (die Verhiltnisse der % nebst den Coordinaten der 
beiden Punkte eines fiinften Paares) bestimmen. 

Soll nun schon ein conjugirtes Punktepaar weitere mitbestimmen, so 
miissen drei lineare Relationen zwischen den a, stattfinden: dann zerfallt 
die Identitiit 


I; =u) 


a L 
1 X4Y1 => 2 *x5y9 


in sieben Gleichungen, die die jetzt vorhandenen sieben Unbekannten be- 
stimmen. 
Mithin muss fiir diesen Fall die /, zu drei Flichen zweiter Klasse 


(und damit zu ihrer Schaarschaar) apolar sein. 


In unserem Falle ist diese Schaarschaar speciell die einer cu- 
bischen Raumcurve 9 umbeschriebene. 
In der That giebt es ja dann, wie Satz (&) zeigt, Polvierflache von 


_ FF, die g d. h. jeder der Flichen der Schaarschaar g umschrieben sind, 


was mit der bekannten (Hesse’schen) Erklirung der Apolaritiét tiber- 
einstimmt, 

Umgekehrt aber folgt aus dem Obigen noch nicht ohne Weiteres, 
dass es solche » umschriebene Polvierflache von I’, giebt; dies zeigt erst 


die Textentwicklung. 


Man findet diese Beziehung von F, zu ¢ auch bei Reye (Crelle 
Bd. 82) des N&heren untersucht, der auch die umgekehrte Frage er- 
pias welche Curven 9 2u einer gegebenen Flache J, gehoren. 

Auch im Ubrigen verweise ich ein fiir allemal auf diese 
und die verwandten45) Arbeiten Reye’s, die mit unsern Unter- 
suchungen auf das engste zusammenhingen, wenn auch die ganze Unter- 
suchungsmethode eine wesentlich verschiedene ist. Sie aber haben mir 
die eigentliche Anregung zur Abfassung dieses Werkes gegeben. 


i eke” pa “eA at) 
¢ om eek eee re Jers OO, Gee 
eae hs ay yr, eis 
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liche Gegeneckenpaare solche conjugirten Punkte- 
paare sind). 

Hs giebt eine fiinffach unendliche (o)*) lineare 
Schaar solcher der Curve umschriebenen Pol 
sechsflache der Curve. Die beziiglichen Ebenen- 
sextupel stellen auf der Curve die ganze zum 
Schnittpunktsextupel von Fliche und Curve con- 
jugirte Gruppe dar.‘ 

Umgekehrt folgt hieraus mit Hiilfe des Satzes (8): 

€) ,lst eine cubische Curve nebst einer sie 
stiitzenden F, gegeben, so construire man die (# °) 
lineare Schaar von Klassenflichen Ds die auf F, 
und der Curve ruhen. Die dieser Schaar mit der 
Curve gemeinsamen Ebenensextupel sind die 
Ebenen der Polsechsflache des vorigen Satzes.* 

»Die ganze zurF liche fF, conjugirte Gruppe 
von (Klassen-) Fliichen setzt sich linear zusammen 
aus sechs Flaichen der Schaar der ®, und drei der 
der Curveumbeschriebenen Flichen.* 

»Die ganze zur Schaar der M, conjugirte Gruppe 
von (Ordnungs-) Flichen setzt sich linear zu 
sammen aus /’, und dem der Curve einbeschrie- 


benen Netze.% 


128. Nun kann man aber den Satz (8) und Gleichung 
(24) in derselben Weise auf eine ganze Schaar von 
Flachen 7’, anwenden, die nur simmtlich der Bedingung ge- 
niigen miissen, die Curve zu stiitzen und gelangt so zu dem 
allgemeineren, spiiter beniitzten Satze : 


*) Diese gebriiuchliche Abktirzung werde von jetzt ab eingefiihrt. 
Eine andere Abkiirzung tritt ferner des Ofteren spiiter af: so oft kein 
Zweifel herrschen kann, heisse es nur ,Involution® statt ,biquadratischer 
Involutions, 


{ 
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n) »Gegeben sei eine cubische Raumcurve 
und eine a (m = 0,1, ..5) lineare Schaar von 
Fy, die alle die Curve stititzen. 

- Dann existirt eine oo (4 = 5—m) lineare 
Schaar von ®,, die alle auf der F,-Schaar und gu- 
gleich auf der Curveruhen. 
Die der ®,-Schaar mit der Curve gemein- 


samen Sechsflache sind alle der Curve umschrie- 


~ benen gemeinsamen Polsechsflache derF,-Schaar. 


Die zugehobrigen Ebenensextupel der Curve 
bilden die ganze zur Schaar der Schnittpunkt- 
sextupel von Curve und F,-Schaar. conjugirte 


(bindre) Gruppe. 

»Dem entspricht dann, dass die ganze zur 
Fi-Schaar conjugirte (quaterndre) Schaar sich 
lineay zusammensetzt aus den Flichen der ®,- 


Schaarunddender Curve umschriebenen F lichen: 
umgekehrt setzt sich die ganze zur Schaar der 


OD, conjugirte quaterndre) Schaar linear zusam- 


menaus denFlichen der F,Schaarnebst dender 
Curve einbeschriebenen Flaichen.é 

129. Wir kommen jetzt wieder zu einer Fliche F’,, die 
die Curve stiitzt, zuriick und stellen ihre der Curve um- 
sehriebenen Polfiinf- und -vierflache auf. 

Bekanntlich wird ein Polsechsflach einer £’, zum Polfiinf- 
resp. -vierflach, wenn eine resp. zwei seiner Ebenen unbe- 
stimmt werden. 

Dann ist jeder Eckpunkt zur Gegenkante resp. Gegen- 
ebene conjugirt. Mithin werden diese speciellen Polsechsflache 
vermoge der bekannten Umformung der Form a, (pg. 32) 


: dargestellt durch die Gleichungssysteme: 
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(25) A, =a,8,+4,5,+..4,5,=0 
A, =a,5,+4,8,+..4,8,=0 


2 itt 0, 


A, =a,T,+4,7,+..a,T,=0 


11 One 1 1 
resp. (26):)A =a, T,++ a, T,-+. «a, FT, = 0. 
A, =a, T= ag Lt. a L, = 9 


wo die A, resp. A, die nach fiinf resp. vier Werthen 


polarisirten ersten resp. zweiten Differentialquotienten von 


f= a‘ sind. 


Dies heisst aber mit Hiilfe des Fundamentalsatzes des §. 5: 
*%) ,Die Ebenen der einer cubischen Raum- 
curve umschriebenen («*, linearen) Schaar der 
Polfiinfflache resp. der(o’, linearen) Schaar der 
Polvierflache einer die Curve stiitzenden und 
das Sextupel f ausschneidenden F, sind durch die 


zur Gruppe derersten resp. zweiten Polaren von 
fconjugirten Gruppen dargestellt.¢ 


Diese der Curve umschriebenen Polvierflache von 
F’,, die also eine biquadratische Involution auf der Curve er- 
zeugen, bilden weiterhin den Kern der ganzen Ent- 
wicklung. Es wird sich zeigen, dass man umgekehrt, 
vonihnen ausgehend, wieder die F, reconstruiren- 


kann (und zwar in eindeutiger Weise). 


130. Zuniichst zeigt man leicht, wie aus dem letzten Satze 
wieder der Satz (y) hervorgeht. Denn aus den Gleichungen 
(26) folgt, dass man von den vier Elementen (Ebenen der 
Curve), die ein Quadrupel der Involution der Polvierflache 
bilden, eines beliebig annehmen kann; dann ist das Quadrupel 
eindeutig bestimmt. 


Man wihle als eine solche Ebene eine der gemeinsamen 
Kbenen von F, und der Curve. Dann (und nur dann) liegt ihr 
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Pol (in Bezug auf die F’,) auf ihr, d. h. es miissen von den vier — 
_ Ebenen des Quadrupels zwei coincidiren. 


Zuniichst ergiebt sich durch Elimination zweier der vier 
in (26) enthaltenen Werthe A, A, Ag Ay etwa X,,,, die Gleich- 
ung (23), wenn man in ihr die vierten Differentialquotienten 
nach zwei Elementen A, A, polarisirt. 

Dann stellt (23) die Bedingung dar, unter der zwei Ebenen 
der Curve A, 4,, einem Quadrupel der Polvierflachinvolution 
angehoren. 

Fallen i,, A, zusammen, so resultirt demnach (23) selbst. 

q..e. d, 

In der That kommt dies nur auf einen fritheren Satz — 
(pg. 41) zuriick. Denn die Doppelelemente einer biquadra- 
tischen Involution sind ja die Wurzeln ihrer Funktionaldeter- 
minante. Diese ist aber identisch mit der ihrer conjugirten 
Gruppe, d.i. hier der Gruppe der zweiten Polaren von f, ist 
also keine andere als die Covariante H. 


131. Durch sechs beliebig gewihlte biniire Formen sechsten 
Grades ist, wie wir wissen, im Allgemeinen stets eine siebente 
zu allen jenen apolare eindeutig bestimmt. (Nach friiherer 
(§§. 2, 5) Bezeichnungsweise heisst dies: man fasst eine Form 
a, als Schnittpunktform einer Re auf.) Dies hat hier zur 
Folge: 

d) ,Sechs beliebig einer cubischen Raum- 
curve umschriebene Sechsflache sind Polsechs- 
flache einer bestimmten die Curve stiitzenden F’,. 


Dann giebt er eine ow Schaar solcher Polsechs- 
flache etc. etc.® 

132. Wir gelangen jetzt zu dem am Schluss von Nr. 129 
angedeuteten Satz, der sich algebraisch einfach so formu- 


liren lasst: 
uw) ,Die zu einer gegebenen biquadratischen 


; sale gee Cae 5 Pr em Wy © akan = 
Fi ; STEN Se rere Pia eer aoe ee 
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Involution conjugirte Gruppe ist (im Allgemei- 
nen) die Gruppe der zweiten Polaren einer be- 
stimmten Form sechsten Grades.* 

Den Beweis fiihrt man so. Ist die gegebene Involution 
eine ganz allgemeine, so auch ihre conjugirte Gruppe. Wir 
zeigen daher, dass drei allgemeine Formen vierten Grades 

(27) o =a), jit bs, v =-¢} 
die zweiten Polaren einer bestimmten einzigen Form 
(25) 9 = 9, 

sind, d. h. dass es drei bestimmte lineare Combinationen der 
y, b, x giebt, die die zweiten Differentialquotienten von 
g sind: 

HP X+2 V=HI, 

(29) he yg Xs Pa 

Hy PT Vy XP My P= Ioy 

Dies liefert acht in den neun Gréssen pt, vy, 7 homogene, 
lineare Relationen, die demnach ihre Verhiiltnisse eindeutig 
zu bestimmen erlauben. 

Denn die Méglichkeit, dass etwa zwischen diesen acht 
Relationen Identitiiten stattfiinden, wodurch die Werthe der 
u, v, 7 unbestimmt wiirden, widerlegt sich z. B. so. 


Man sieht, dass fiir eine Form g ihre Covariante H (28) 
mit der Funktionaldeterminante der Formen (27) zusammen- 
fillt. Demnach fihrt unsere Frage zu der andern: Wie viel 
Involutionen vierten Grades giebt es mit gege- 
benensechs Doppelelementen? oder Wie viel For- 
men sechsten Grades giebt es, die eine gegebene 
zur Covariante H haben? und dies wieder nach Satz y: 
Wie viel F, giebtes, die mit einer cubischen Curve 
irgendsechs gegebene Ebenen gemein haben und 
die Curve stiitzen? 


Aus dieser letzten Form geht aber deutlich hervor, dass 


ae; yt, Oe SRA NF wet é ose Fy =f 72 


oN, fa wef sO ae able eee tip epee. a 
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es eine endliche Zahl solcher geben muss, womit der auf- 
geworfene Zweifel erledigt ist. 

Von dieser endlichen Zahl von Lisungen gehirt dann 
nach Obigem eine bestimmte zu der gegebenen zu (27) con- 
jugirten Involution. 

Die fragliche Zahl der Lésungen ist schon oben (Nr. 126) 
vorliufig als fiinf angegeben. 

Somit ist Satz (1) erwiesen und wir geben ihm die andere 
_ wichtigere Gestalt : 

vw’) ,.Die Theorien der binaren Formsechsten 
Gradesund der biquadratischen Involution sind 
identisch.‘ 

133. Mit Riicksicht auf diesen letzten Satz ist dann die 
Frage nach der Bedingung, unter der zwei Elemente 4,, A, 
einem (uadrupel einer gegebenen Involution 

(30) aj + h By 
angehéren, schon in Nr. 130 erledigt. Denn sei f die biniire 
Form sechsten Grades, deren zweite Polaren die zur gege- 
benen Involution conjugirte Gruppe bilden, so ist die Be- 


dingung (cf. die analoge pg. 98) 
|A A Aie.| 


ait “1112 41122 
(31) 0 = ba Meee Aun Boe Bis = 
A A A 


1122 ~"1222 *~2222/ 

i FF a ae o; ae Os 95) ey oh a go “te a, Py) a, 9% ne a, oy ie MN 9,,| 
@, Fy A, FF Ay Fy) My Fy, 9, Fy Gy yy PH, FP sy Sy, 
ae G+ 4,5, + Ay 9, 4,5, Hy , 4, Fy U5, A, o, + a, 9, 
woH aus der Covariante H von f durch Polarisation der vierten 
Differentialquotienten nach zwei Werthen i, A, hervorgeht. 

Die Ecken der der cubischen Curve umschriebenen In- 
volutionstetraeder liegen auf einer zweiten Curve, die wieder 
eine cubische ist, da nach (26) zu jedem Element A, drei be- 
stimmte A,, A,, A, gehdren, die mit ihm ein Involutionsquadrupel 
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pilden d. h. da in jeder Ebene der urspriinglichen Curve nur 
drei Punkte der zweiten Curve liegen kénnen (die drei Eck- 
punkte des durch die Ebene A, bestimmten *) Tetraeders). 


Beide Curven stehen also in der Beziehung, dass der 
einen o!-'Tetraeder um- und der andern zugleich einbeschrieben 
sind, eine von Hurwitz‘) niiher studirte Beziehung, die daher 
von jetzt ab immer kurz die Hurwitz’sche heisse. Dann kénnen 
wir sagen : 

v) ,Die einer biquadratischen Involution an- 
gehérigen Axen einer cubischen Raumeurve (N,) 
sind Sehnen **) einer zweiten (H,), die zur ersten 


in der Hurwitz’schen Beziehung steht. Densechs 
Doppelelementen H = 0 der Involution ent- 
sprechendie sechs Tangenten von N,, die Sehnen 
von H, sind. 

Jede Ebene von N, ist Ebene eines N, um- und 
H, einbeschriebenen Tetraeders (dualistisch jeder 
Punkt von H, Eckpunkt eines solchen). 

Steht eine Curve H, zu N, in dieser Beziehung, 
so liisst sie sich immer durch eine Gleichung (81) 
vollstindig darstellen. 

Somit sind die Begriffe ,biquadratische Involution auf 
einer cubischen Curve* und ,Hurwitz’sche Beziehung zweier 
cubischer Curven* vollkommen vertauschbar, und der Satz (1) 
gewinnt jetzt fiir die Theorie der cubischen Raumcurven fol-— 
gende Gestalt: 


pw’) ,Stehen zwei cubische Raumecurven in der 


*) Zu einer Ebene der Curve gehiért ein Punkt als Pol (in Bezug 
auf die 4), der mittelst des an die Curve gehenden Ebenentripels das 
Tetraeder bestimmt. 

**) Im Allgemeinen giebt es bekanntlich sechs Axen einer cubischen 
Curve, die Sehnen einer zweiten sind, in unserem Falle aber unendlich 
viele. Wir kommen spiiter darauf genauer zuriick, 


eee rt, te 
I , 
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Hurwitz’schen Beziehung, so sind die bezig- 
lichen um- resp. einbeschriebenen Tetraeder die 
Poltetraeder einer bestimmten Hy diesdieletne 
Curve stiitztresp. aufderandernruht, deren mit 
der einen gemeinsame Ebenen resp, mit der an- 
dern gemeinsame Punkte in die Doppelelemente 
Hderzugehérigen Involution fallen, und deren 
mit der einen gemeinsame Punkte resp. mit der 
andern gemeinsame Ebenen durch eine Form f 
dargestellt werden, deren Covariante H mit der 
obigen Form Hzusammenfillt.¢ 


134. Damit sind die Grundlinien einer Theorie verzeich- 
net, die der in den §§. 17 ff. durchgefiihrten ganz analog ist, 
indem man hier von einer biniren Form sechsten Grades als 
Covariante H einer andern solchen Form ausgeht. Daher 
spricht sich der dem Satze Nr. 76 entsprechende so aus: 

t) ,Man gehe von irgend einem Sextupel H 
auf einer cubischen Raumcurye gaus. Dann giebt 
es einmal fiinfCurven H,,diezugin der Hurwitz- 


schen Beziehung stehen, sodass sie die sechs 
Tangenten H zu Sehnen haben *); andrerseits 
finf Flichen Ff, die 9 stiitzen und mit 9 das 
Ebenensextupel H gemein haben. 

Je eine der Curven H, ist einer bestimmten 
der Flachen fF’, eindeutig zugeordnet (und umg.), 
indem sie der Ort der Eckenderg umschriebenen 
Polvierflachevon F, ist.* 

135. Dieser Zusammenhang zwischen einer Curve H, und 


der ihr zugeordneten J’, lisst sich leicht noch genauer verfolgen. 


*) Dies sind gerade (wie sich weiterhin herausstellen wird) die- 
jenigen ftinf cubischen Curven, die tiberhaupt sechs Tangenten von zu 
Sehnen haben, 

14* 


™ Ae fee, eet ee Ve Se “Sa ee SI! 
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Denn die Curve H, ist der Ort der Ecken der g um-— 


schriebenen Tetraeder einer bestimmten Involution (mit den 
Doppelelementen H), also (cf. Hurwitz 1. c.) durch irgend 
zwei beliebige  umschriebene Tetraeder gerade so eindeutig 
bestimmt, wie die Involution durch die beiden beziiglichen 
Quadrupel. 

Mit Riicksicht auf die Sitze (8), sowie (3) bis (y) hat man 
daher Folgendes: 

e) ,Hiner cubischen Raumcurve ¢ seienirgend 
zwei Tetraeder umbeschrieben. Deren Ecken 
liegen auf einer bestimmten Curve H, (der dann 
noch unendlich viele soleche g umschriebene Te- 
traeder einbeschrieben sind). 

Fir jedes der beiden gegebenen Tetraeder 
giebt es eine Schaarschaar vonF lichen @,, die 
ihm einbeschrieben sind und aufg ruhen. Diese 
seien S, S,. Dann ist die H, zugeordnete F,, fir 
die alle H, ein- und g umbeschriebenen Tetraeder 
Poltetraeder sind, dadurch eindeutig bestimmt, 
dass ste auf den drei Schaarschaaren S,, S,, p*) rwht. 
_ Dann ruht sie auch auf jeder weitern Schaar. 
schaar, die durch je eines der obigen unendlich 
vielen l'etraeder mitbestimmt ist.% 

136, Will man umgekehrt von der Fliche F, zur Curve 
H, tibergehen, so kann man gleichfalls von zwei, ¢ umschriebenen 
Tetraedern ausgehen, wie im letzten Satze, oder auch von 
irgend drei ¢ umschriebenen Fiinfflachen resp. irgend sechs 
der Curve y umschriebenen Sechsflachen. Die letztere That- 
sache ist schon im Satze (A) ausgesprochen gewesen. Hier 


*) Die Schaarschaar ¢ ist der abgekiirzte Ausdruck fiir die 9 um- 
schriebene Schaarschaar von Fliichen zweiter Klasse. Das Dualistische 
gilt vom Netze 9. 
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handelt es sich um die Construktion der zugehérigen F”,, Diese 
fliesst wieder sofort aus den Siitzen (8) (e) bis (q): 

5) ,l. Irgend sechs » umschriebene Sechsflache 
sind Polsechsflache einer bestimmten (9 stiitzenden) 
_  £,. Diese Bestimmung geschieht so. Jedem der 
cd Sechsflache ist eine einzige Fliche ®, einbe- 
schrieben, die auf dem Netze o ruht. So ent- 
stehen sechs Flichen oF (eS 

Dann giebt es nur eine F,, die die Schaarschaarg 
und die sechs Flaichen Os (und damit natiirlich die aus 
ihnen linear gebildete «°*-Schaar) stiéitzt. Dies ist die 
gewiinschte. 

Il. Irgend drei gp umschriebene Fiinfflache sind 
Polfiinfflache einer bestimmten (9 stiitzenden) F,, 
Die Bestimmung ist derin I analog. 

Es giebt fiir jedes der drei Finfflache eine 
ex lineare) Schaar von Flichen ®,, die ihm einbe- 
schrieben sind und auf dem Netze og ruhen. Diese 
peiem 2, 2) Qo. 

Dann giebt es nur eine F’,, die dieSchaarschaar 
gnebstden drei Schaaren X, %,, X, stiitzt. Dies ist 
die gewiinschte.% 

_ Diese drei Satze (9) (oI) oII) lassen sich kurz in eimen zu- 
sammenfassen , der dann zugleich noch eine Reihe ahnlicher 
enthalt, nemlich: 

t) ,Die sechs Sechsflache des Satzes (al) lassen 
sich der Reihe nach ersetzen und zwar immer 
zwei durchein Finfflach, undimmer dreidurch 
ein Vierflach.¢ 

137. Wir gehen jetzt itber (analog dem Verfahren des 
§. 18, Nr. 52 ff.) zur canonischen Form der Flichen F’, (die die 


Curve ¢ stiitzen) und der zugehérigen Curven H,. ° Diese fallt 
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wieder vollig mit der binairen Canonizationsfrage zusammen. 
Zugleich treten dadurch verschiedene der oben entwickelten 
Kigenschaften von F’, in ein helleres Licht. 

Den SURE NE bilde wieder die Form a, = f, deren zuge- 
horige F’, a, (13) war. Man kann bekanntlich eine Form f 
auf fiinffach unendliche Weise als Summe von sechs sechsten 
Potenzen darstellen: 


is 6 6 
(32) f = = kOe ye a). 


Dabei unterliegen nach dem schon oft erwihnten Rosanes- 
schen Fundamentalsatz die a der einzigen Bedingung, Wurzeln 
einer zuf conjugirten Form zu sein, Die simmtlichen Sex- 
tupel « sind somit durch die zu f conjugirte Gruppe (d. h. die 
g umschriebenen Polsechsflache von F’,) dargestellt. 

Werden ein resp. zwei resp. drei « unbestimmt, so dass 
man sie gleich A nehmen darf, so reducirt sich die rechte Seite 
von (32) auf die Summe von fiinf resp. vier resp. drei Potenzen. 
Die beziiglichen Wurzelsysteme « sind dann durch die zu den 
ersten, zweiten, dritten Polaren von f conjugirten Gruppen 
reprisentirt. Das letzte findet offenbar, wie ja auch bekannt, 
nur statt, wenn die schon Nr. 126 erwiihnte Invariante B (Syl- 
vesters Catalecticante) verschwindet (wenn also die F’, zum 
Kegel wird). 

Die beiden andern Gruppen entsprechen der o0*- resp. a0'- 
Schaar der ¢ umschriebenen Polfiinf- resp. -vierflache von 1a 

Nun ging aus a} (32) die Gleichung von F’, hervor, wenn 
man erst die Form a, (10) und daraus die andere a? bildete. 


Bei der Darstellung (382) geht dabei irgend ein Term der 
rechten Seite 


Gs. . hs . 
ee S Gee 5 4 3. 2 
(33) kA at.) tiberins, af —s§, a5 at—s a++-S,a%—S. as 
at 8 24 3 eee 2 
(9, mi ore a a, 0.) (t, ca 4 a 7) we Ty), 


mithin ist die Gleichung der zur Form f (32) gehorigen PF: 


Die Reye’sche Apolaritit und die Normcurven, 215 


2 . i—6 
2 Sees Bo , 
84) Fy = % = 2 h,(o, a} — 9, a? + 9, a; —o,)” = 0. 


Dabei sind die in’s Quadrat erhobenen Klammerfaktoren 
rechts offenbar die linken Seiten der Gleichungen der sechs 
Ebenen «, der cubischen Curve N,. | 

Diese Darstellung (34) ist aber wieder die bekannte der 
F lichen zweiter Ordnung vermége eines ihrer Polsechsflache. 
Geht der Index i nur bis 5 resp. 4, so geht die Darstellung 
tiber in die vermége der Polfiinf- resp. vierflache. 


Und endlich, geht ¢ nur bis 3, so besitzt die F’, ein Pol- 


dreiflach, ist also ein Kegel; und in der That war ja die Deter- 
minante der Fliche sie identisch mit der Catalecticante B. 


(cf. pg. 201.) 


Dies Resultat driicken wir kurz so aus: 


Vv) Der bintren (Darstelluns der FPormen 
sechsten Gradesf als Summen von sechs, finf, 
vier sechsten Potenzen entspricht in eindeutiger 
Weise die quaternire Darstellung der (eine cubi- 
sche Curve stiitzenden *)) Flichen zweiter Ord- 
nung alsSummen von sechs, fiinf, vier, zweiten 
Potenzen (d. i. mittelst ihrer 9 umschriebenen 


Polsechs-finf-vierflache). 


Die die binire Darstellung leistenden Sechs- 
Fiinf-Viertupel sind durch diezuf, ihren ersten 
und zweiten Polaren conjugirten Gruppen dar- 
gestellt. 


Verschwindet die Catalecticante B von f, so 


2) Umgekehrt geht aus Satz (y,) hervor, dass man bei Zugrunde- 
legung einer ganz beliebigen Fliche zweiter Ordnung den Satz (v) 


immer anwenden kann, sobald man zur Curve 9 irgend eine irgend 
einem Poltetraeder der Fliche eingeschriebene cubische Raumcurve nimmt, 


Vel. die analoge, bekanntere Theorie der Ebene (Nr. 145), 
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lisst sich f als Summe von drei Potenzen dar- 
stellenund F, wird ein Kegel.“ 


Das letzte kénnen wir auch so ausdriicken: 

Die Catalecticante B von f verschwindet, wenn zwischen 
den dritten Differentialquotienten von f eine lineare Identitiit 
besteht (denn dann giebt es cf. §. 7 eine zu ihnen conjugirte — 
cubische Form). 

Daran schliesst sich dann der noch speciellere (spiter von 
Wichtigkeit werdende) Fall, dass sich f als Summe von zwei 
(sechsten) Potenzen darstellen lisst, wenn zwischen den 5 
vierten Differentialquotienten von f drei lineare Identititen 
stattfinden. Denn dann giebt es nach dem citirten §. 7 eine 
zu ihnen conjugirte quadratische Form. 

Aus der Bildung der Differentialquotienten folgt sofort, 
dass die Bedingungen fiir diesen Fall auch durch das Ver- 
schwinden (der Kerne) (cf. §. 2) der Matrix: 

4 a, a, a, a, 
(34) f a, a, a, a, —0 
\4, 4, a, a, a) 
ersetzt werden kénnen. 


Die Gleichung der F’, wird in diesem Falle von der Form 


Fok A AO 


2 a 
d.h. ein zu den Ebenen «,, «, der Curve ¢ (N,) harmonisches 
Ebenenpaar, 


v,) »Minden zwischen den vierten Differen- 
tialquotienten von f drei lineare Identititen 
statt (d.h. verschwindet die Matrix (34)), so giebt 
es eine zuihnen conjugirte quadratische Form 

(85) (A—a,) (A—a,). 

Dann zerfallt die eine cubische Curve 
stitzende (und das Punktsextupel f ausschnei- 
dende) Fliche F, in ein zu den Ebenen %, % Von 


harmonisches Kbenenpaar, 


ra | seg a” \y a ot Pw ee 
Sie a eee ee ae . 
ta a4 he 
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Der Satz gilt, wie die Sitze v, auch um- 
gekehrt.¢ 

(188. Ganz ihnlich nimmt auch die zu einer F’, gehorige 
Curve H, (81) eine canonische Gestalt an (ganz wie der 
Kegelschnitt H in Nr. 52). 

Denn durch Hinsetzen der nach zwei Elementen polari- 
sirten vierten Differentialquotienten der Form f (32), wo aber 
der Index i nur’ bis 4 gehen mag *), geht H, (31) nach leichter 
Rechnung iiber in: 

(36) H, = 2U2(4, bk, A,A-A D.) =0 (i,k, 1, = 1, 2, 3, 4) 
Deke Fi 
oder auch = x i, A, eas() 
Ot ieee, a. Poem melo G= 1, 2, 3, 4) 
Bee) D =D. = [(%, — a) (a, —.a,) (a, —a@,)] 
$e sale k V \%, m? \%4 m 

»VDemnach ist (36) die Darstellung einer zu 
einer gegebenen cubischen Curve ¢ in der Hurwitz- 
schen Beziehung stehenden zweiten cubischen 
Curve mittelst der » um- und ihr einbeschrie- 
benen Tetraeder.“ 

Daher findet der Satz der Ebene (Nr. 54 II): ,Stehen 
zwei Kegelschnitte in der Beziehung, dass es ein dem einen 
um- und dem andern einbeschriebenes Dreieck giebt, so giebt 
es solcher Dreiecke unendlich viele* folgende (nicht voll- 
~ kommen analoge) Erweiterung: 

y) ,Stehen zwei cubische Curven im Raume 
in der Beziehung, dass es ein der einen (y) um- und 
zugleich der andern (p) einbeschriebenes Tetra- 


eder giebt, so giebt esinder o*Schaarvon diesem 


*) Wir wollen uns auf den Fall der Poltetraeder beschriinken, ob- 
schon fiir Polfiinf- und -sechsflache die erste Form der Gleichung (36) 


sich ganz analog erweitert (6, 1, == 1, 2, ..9.. bis-d resp.'6). 


i 4 “ : f U em So _ , oe Or Pes we ee Oe a 
: , D3 <a ECS Sy Ae hee ae 
. We ee od = eee 
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Tetraeder einbeschriebenen cubischen Curven 
noch dreifach*) unendlich viele, fiir die es dann 
(einfach) unendlich viele Tetraeder giebt, die 
irgend einer von ihnen ein-und g umbeschrieben 
sind, 

Thre Gleichung ist (36), sobald man unterden 
k,**) variable Coefficienten versteht, wihrend 


*) Demnach ist es fiir die dem Tetraeder einbeschriebenen cubischen 
Curven (f) nur eine Bedingung, zu 9g in der Hurwitz’schen Beziehung 
zu stehen. 


Diese kann man mit Rticksicht auf das Spiitere so formuliren. 


Die sechs Kanten des Tetraeders repriisentiren sechs Axen der Curve 
v, die zugleich Sehnen der andern, ¥, sind. Im Allgemeinen giebt es 
dann keine weitere Axe von 9, die Sehne von J wiire. Giebt es aber 
eine, dann existiren auch noch unendlich viele und die Curve steht 
dann zu © in der Hurwitz’schen Beziehung. Man kann daher sagen: 


»Die beiden im Satze (9) angenommenen cubischen 
Curven (9) (¥) stehen dann in der Hurwitz’schen Beziehung 
sobald es etme weitere Axe von 9 giebt, die zugleich Sehne 
von ¢ ist.“ 

**) Nimmt man andrerseits z wei beliebige der Curve » umschriebene 
Tetraeder an, so geht (cf. Satz e) durch die Ecken derselben eine ein- 
zige bestimmte Curve H, die in der Form (36) darstellbar sein muss, 


Dann handelt es sich nur noch darum, die Coefficienten & zu bestimmen, 
. 1 


was so geschieht. 


Sind die Argumente der beiden Ebenenquadrupel von © resp. 


Ca deh CS 
ear se BY By By R, 
s0 muss es eine bestimmte binire Form sechsten Grades f geben, die in 


den beiden Formen 


a 6 1m, 4 
S17 i aN Oe vy. at 
a (A a.) ) - 3 (A B) 


darstellbar sein muss. 
Die Identitiit beider liefert aber sieben Gleichungen, linear und 


homogen in den acht Gréssen &, &.' wodurch ihre Verhiiltnisse eindeutig 
1 1 


bestimmt sind, 


ey “i 
‘ A " pia a 
eh Beare t mi 


| 
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die D,und A, die obige (jetzt aufunser Tetraeder 
beziigliche) Bedeutung haben. 


Die canonische Form der Curven H, wird von grdsserer 
Bedeutung bei der Betrachtung der biniren Form f auf dem 
(Norm-)Kegelschnitt der Ebene, die uns bald begegnen wird. 

Der zum Satze (¢) parallele Satz fiir die Flichen dae aie 
ein gegebenes ~ umschriebenes Tetraeder zum Poltetraeder 
haben, ist dagegen dem beziiglichen Satze der Ebene (Nr. 55 
m I) ganz analog. Denn dieser hiess rein geometrisch: ,Giebt 
es ein einem Kegelschnitt @ umschriebenes Dreiseit, das Pol- 
dreiseit eines zweiten ist, so giebt es unendlich viele und der 
zweite Kegelschnitt stiitzt den ersten.“ 

Hier, im Raume, hat man mit Riicksicht auf Gleichung 
(34) sofort: 


9) ,»stehen eine Fliche zweiter Ordnung F, 


und eine cubische Raumcurve gin der Beziehung, 


dass'es eingumschriebenes Poltetraeder von F, 
eiebt, so giebt es unendlich vielesoleheunddie 
Flaiche sttitzt die Curve. 
Denn seien 
(38) y, — 0, y, = 0, y, = 9, ¥, = 9 
die Ebenen des Tetraeders, solisst sich bekaunt- 
lich die F, in die Gestalt bringen: 
(89) py yi Hy op Hy ¥g Pa Ya = 0 
Ist dann aufgin bekannter Weise eine Para 
metervertheilung ausgebreitet, und sind %, a, %,, a, 
die Argumente der vier Tetraederebenen, so 
-lautet die zugehérige binire Form sechsten 


Grades: 


Damit ist also auch die Aufgabe der Nr. 132 auf eine zweite 


Weise gelést. Auf die explicirte Darstellung der Gréssen k, (wie auch 


damals der Grossen p, v,  (29)) soll verzichtet werden, 


ag ea Ses | ag hor 1 hee 


A 
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(40) p, Q—a)* + py Aa) + By Aa) By Aa)" = 0. 

Dann ist (39) diejenige F,, die g stiitzt und mit 
o das Punktsextupel (40) gemein hat.® 

139. Die Untersuchung in der Ebene (§. 17 ff.) be- 
schiiftigte sich zuerst mit den einem Kegelschnitt ¢ umschrie- 
benen Poldreiseiten eines Kegelschnitts F. Die Ecken dieser 
Dreiseite (deren Seiten auf ¢ eine Involution dritter Ordnung 
bildeten) lagen auf einem andern Kegelschnitt H. Die zu 
dieser Involution auf ¢ conjugirte Gruppe (Involution) lieferte 
die Poldreiseite eines Kegelschnitts /’’ und ihre Ecken lagen 
auf einem weiteren H’. 

Aehnliche Verhiltnisse gelten auch fiir unsere jetzige 
Entwicklung, indem wir die zur gegebenen Involution vierten 
Grades (auf ¢) conjugirte (dreigliedrige) Gruppe in’s Auge — 
fassen. 

Die gegebene Involution sei 

(41) a, + bby, 
die conjugirte Gruppe 
(42) v, p, A) + v, (A) + Vg Py A): 

Dann bilden die vier Elemente 4, 4, A, A, (nach Nr. 5) 
das Wurzelsystem einer Form (42), wenn ihre homogenen 
symmetrischen Funktionen s, (¢ = 0, 1, .. 4) den Bedingungen 
gentigen 

(43) a4 = 0, 6 =0. 

Daraus folgt sofort, mit Hiilfe der vielbeniitzten Ent- 

wicklung der Nr. 21, dass drei Elemente A, A, A, einem 


Quadrupel (42) angehéren unter der Bedingung *) 


*) Dies ist also nach der Terminologie des §. 2 die quadratische 


Schnittpunktsgleichung erster Ordnung der Ri 
ea = 9, (A) (pa 10 Pal, 2). 


F< 


iy 
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(44) Hai 5 = = 0 


__ |@% 5, + 4,6 hasan a, 0, 4,0, -+ 4,5, + a, 6, 
ee eae 
wo also die A resp. B die nach den drei Elementen Midep i, 


polarisirten ersten Differentialquotienten von aj, resp. bjsind. 
Dies liefert den Satz: 

x) lst aufder cubischen (Norm-)Curve N, die 
Involution (41) gegeben, so. liegen die KEck- 
punkte der «= Schaar von N, umschriebenen Te- 
traedern, deren beziigliche (Argumenten-) Qua- 
drupel durch die zu (41) conjugirte Gruppe (42) 
dargestellt sind, auf einer Fliche zweiter Ord- 
nung H’ (44).% 

Und da man umgekehrt von einer beliebigen Gruppe (42) 
(anstatt von einer beliebigen Involution (41)) ausgehen kann, 
so erbilt man so den bekannten4” Satz: 

xX,) ,Die Ecken irgend dreier einer cubischen 


Raumcurve » umschriebenen Tetraeder liegen 
auf einer bestimmten Fliche zweiter Ordnung. 

Die nihere Untersuchung dieser Fliche und ihre Be- 
ziehungen zur Involution finden eine passendere Stelle im 
Anschluss an die Darstellung der Involution auf dem Norm- 
kegelschnitt resp. der Theorie der rationalen ebenen Curven 
vierter Ordnung. 

Dabei wird sich herausstellen, dass diese Flichen H’ 
vollstindig dadurch charakterisirt sind, dass drei Axen der 


cubischen Curve ganz auf ihnen liegen *). 


*) Im Uebrigen treffen sie die Curve in den sechs Punkten, deren 
Argumente den sechs Doppelelementen der durch die Flache auf der 


Curve festgelegten Involution zugehdren. 
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Zunichst verlassen wir die cubische Curve und studiren 
die binire Form sechsten Grades oder die biquadratische 
Involution auf dem Normkegelschnitt , fiir die viele Eigen- 
schaften durch einfache Uebertragungen aus diesem Para- 
graphen gewonnen werden werden. Umgekehrt wird dann 
wieder die ebene Theorie die raumliche weiter fiihren. 


8. 26. 


Die binire Form sechsten Grades auf dem Normkegelschnitt 
der Ebene. 


140. Nach Reye‘®) trigt (stiitzt, ist apolar zu) eine ebene 
Curve dritter Ordnung i. f 

(1) an = Lira, «2%, 2,=906, 4,1, = 0,1, 2) 
einen Klassenkegelschnitt ®, (und umgekehrt ruht (stiitzt sich) 
der letztere auf der ersteren): 

(2) w= Udu, «, (4, = 0,1, 2) 
unter den drei Apolaritatsbedingungen (des Verschwindens 
der drei bilinearen Invarianten beider) : 
(3) (aay PPT AC tm) RO) 
d. h. wenn der Kegelschnitt ©, mit je dem Punkte der Ebene 
“eine zu F 3 2polare Curve dritter Classe bildet (so dass die 


bilineare Invariante beider verschwindet), oder was dasselbe 
ist, wenn ®, aufdem Netze der Polarkegelschnitte 


von fF’, ruht. 
Wird statt des Kegelschnitts ®, wieder der Normkegel- 
schnitt eingefiihrt : 


(4) "(pte ei eee ood ee a 

(6) ‘ oder 
ou, =X’, ou, =—A, ou, = iJ 

1 


(" a, &, — «== 0 (N,) 


u,u,—u = 0 (N,) 


Ft - : oe nero ieee 


‘ 


oh MRS eae : 


Ber =S 
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so nehmen die Bedingungen (3) die einfachere Form an: 
(Oye = a (==: 05,4, 2). 
»Diese Bedingungen (6) sind vollkommen aus- 
gedriickt, wenn man statt der Coefficienten’ von 


(1) dieandern einfiihrt 
(1) G5, = 47, (4441 > 0, 1,--. 6). 
Dann geht die F’, (1) iiber in: 
(8) 0 =a, =, (x, (a, % + 4, ©, + 4, 2) + 
+ 24, {, (@,@, + 4, &, a, %,) ++ 
+ 4%, {%9( a, %, + a, %, + a, 2%) + 
x, (4, £ + 4, €, + a, %,) + 4%, (a, %, + 4,2, + a, a,)} 
ai (a, My am a, a4 a as %,) oc XV, (a, x hs 5 ee oe a, x.) 
@, (a, €, + 4,0, + 4, #,) + &, (a, %, + 4,2, + 4, 2,)}. 
Aus der Wahl des Normkegelschnitts folgte (Nr. 29), 
dass die homogenen Coordinaten eines Punktes der Ebene 
identisch sind mit den homogenen symmetrischen Funktionen 
o, zweier Elemente p, », (der Parameter der durch den Punkt 
gehenden T’angenten von N,). 
Daraus folgt jetzt, mit Hilfe der Zerlegung der Nr. 21, 
dass a. (8) aus der einfacheren Form: 
(EO 0, Sa Or SOs 8 OS OS as. te 8 
heryorgeht, wenn man von den sechs Hlementen 4, A, ...A,, 
aus denen die s, gebildet sind, immer drei einander gleich 
setzt : 
GOS A A th A SA Ae be 
Um dies auch in der Bezeichnung auszudriicken, schreiben 
wir statt (8): 
(leat ——c0s 
Das dieser Curve mit N, gemeinsame Punktsextupel 
wird: 


(2) f= Gp a= 0, 


It f CoS La oe re tee 
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wo a, (9) aus a, durch Polarisation nach den sechs Elementen — 


d hervorgeht. 
Daher kénnen wir die Aes von J’, auch schreiben: 
13) a, = == 0; 
Chay Asie ae 
Die Klammerfaktoren in (8) sind die zweiten Ueberschie- 
bungen der vierten Differentialquotienten von f (12) tiber die 
Form mit den Wurzeln pp, p,. 
So gelangt man, ebenso wie Nr. 123 zu dem ent- 
sprechenden Raumsatz, hier zu folgendem : 


a) ,Durch irgend sechs Punkte eines Kegel- 
schnitts » (auf dem ein Parameter A ausge- 
breitet sei) 

(12) a, =0 
geht eine einzige ihn stitzende F,, deren Glei- 
chung mittelst einer bestimmten Collineation 
der Ebene stets in die Gestalt gebracht werden 


kann 


(8), (11) (18) a2-= a a3 29 = 0." 


141. Die dualistische Entidekhite kann man wie in 
Nr. 124 durchfiihren: der kiirzere Weg ist aber der der 
Nr. 125. Gerade so wie dort gelangt man zu folgender 
Regel *): 

plist auf N, ein Tangentensextupel gegeben 


(14) b§ = 0, 


*) Diese sagt also (cf. pg. 45) geometrisch einfach aus, dass die zu 
einem Tangentensextupel (14) von N, gehorige a erhalten wird als 


Umhiillungscurve der in Bezug auf N, gebildeten Polaren der Punkte 
der zum Punktsextupel (14) von N, gehérigen F, oder kiirzer: ,,beide 


Curven sind in Bezug auf den Normkegelschnitt reciprok.“ Und dies ist 
ja evident. 


ie ee A et ke ee et NO 
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so findet man die Gleichung der auf V, ruhen- 
denund mit N, das Tangentensextupel (14) ge- 
mein habenden Curve dritter Classe ®,, wenn 
man zuniichst die Gleichung der (dualistischen) 
fF’, bildet 
(Ma) apd 

und dann in dieser die Substitutionen vornimmt: 

(10) 05 = 7,5) = —— 2 we. Gin.“ 


1 2 


Daher wird die Gleichung der gesuchten ®,: 
25 3 ‘ ‘ 
SO i= 0 — 6b: u, u, + 3 6, (u, se u,) 
— b, 124, uu, + 8u)y+...=9, 
wiihrend die auf das Punktsextupel ay beziigliche vee lautete: 
(18) F, =a, ze + 3 a, Le “x +34, (a, + &, £) 
+a, (6a, 2,2, + ai)+....=0. 


Die bilmeare Invariante von 7’, und ®, ist wieder iden- 
tisch mit der der biniren Formen (wie man auch ohne 
Rechnung ganz wie in Nr. 125 schliesst), und man hat *): 

B),,Die bilineare Invariante zweier binadren 
Formen sechsten Grades (a), bj) ist identisch mit 
der zweier terniren Formendritten Grades, die, 
= O-gesetzt, eine F,, resp. D, darstellen, die einen 
(sonst beliebigen) Kegelschnitt tragen resp. auf 
ihmruhen, und mit ihm die gegebenenSextupel 
a,,b, gemein haben. 

Demnach bedingt die Apolaritaét der binéren 
Formen die derterniren und umgekehrt.* 

Durch Anwendung dieses Satzes auf mehrere (auf 


dem Normkegelschnitt dargestellte) solche Formen Gag dant: 


*) Ueber die Verallgemeinerung dieses Satzes ef. Cap. III. 


W. Fr. Meyer, Apolaritit. 15 
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und die zu ihnen conjugirten Gruppen erhilt man 
ohne Weiteres: 

6’) ,Ist auf einem Kegelschnitt 9 eine p-glie- 
drige Gruppe sechsten Grades 

(19) k, a, +, 4, +.-- ie ao (1 == ne eee 
nebst der zu ihr conjugirten v (Vv =7— p) -glie- 
drigen Gruppe: 

(20) kb, + hb, +... kb, 
dargestellt, so steht diep-gliedrige Gruppe der 
Curven dritter Ordnung F, (die N,stiitzenundaus 
N, die Punktsextupel (19) ausschneiden) zu den 
v-gliedrigender Curven dritter Classe ®, (die auf 
N, ruhen und mit N, die Tangentensextupel (20) 
gemein haben) inder Beziehung, 
dass sowohl die Gruppe F, die vollstindige die 

Gruppe ®, nebst N, stiitzende Gruppe, 
7 als die Gruppe ®, die vollstindige auf der Gruppe 
F,nebst N, ruhende Gruppe ist. 


Dies wird gleich nachher auf die Polvielflache einer 
Curve F’, (die einem auf der letzteren ruhenden Kegelschnitt 


¢ umbeschrieben sind) Anwendung finden. 


142. Drei Punkte der Ebene (x) (y) (2) bilden be- 
kanntlich ein Poldreieck (oder ein in Bezug auf die Curve 
conjugirtes Punktetripel) einer Curve dritter Ordnung (1), 
wenn sie der Bedingung geniigen 

(21) a. = 9 
d.h. wenn die nach den Punkten polarisirte Form (1) ver- 
schwindet. 


Fir unsere besonderen Curven F’, (8) (oder (11) (13)) 


wird dann aber die linke Seite von (21) identisch mit 
der orm 


Die Reye’sche Apolaritit und die Normcurven. 227 


(9) a, 
wenn man unter den 2, y,, 2, die homogenen symmetrischen 
Funktionen der resp, Argumentenpaare (A, Ny) (Ag Ay) (A, Ag) 
versteht. 

Nennen wir daher ein Sechsseit (ab ¢ def) dann ein 
Polsechsseit einer ebenen Curve dritter Ordnung, wenn alle 
Punktetripel der Form 

(21) @b) CDEP 
Poldreiecke der Curve sind, so haben wir mit Riicksicht auf 
die Symmetrie von (9) in den sechs Elementen A: 

y) »>lrgend ein in Bezug auf eine einen Kegel- 
schnitt » stiitzende Curve dritter Ordnung F, 
conjugirtes Punktetripel (Poldreieck) bestimmt 
(mittelst der drei von ihm an » gehenden Tan- 
gentenpaare) ein Polsechsseit der Curve F,* oder 
auch: ,einsolches Punktetripel zieht newn weitere 
gleicher Art nach sich, diealle,dem Typus (21) ge 
miss, demselben Sechsseite angehoren.‘ 

,lis giebt eine o-Schaar solcher g umschrie- 
benen Polsechsseite von &,. . 

Die beztiglichen Tangentensextupel (auf ‘¢) 
stellen die ganze zum Schnittpunktsextupel von 
Fund g conjugirte Gruppe dar.® 

Fiinf Seiten eines solchen Polsechsseits kann man als 
Tangenten von ¢ beliebig annehmen, dann ist die sechste ein- 
deutig bestimmt und zwar nach Satz (8’) durch folgende Con- 
struktion: 

Man construire diejenige Curve dritter Klasse ®,, die die 
gegebenen fiinf Seiten beriihrt, und auf der Curve I’,, sowie 
auf p ruht. Diese hat mit N, eine sechste Tangente gemein, 


die die gewiinschte sechste Seite liefert. 


Ebenso wie sich der Satz (8’) an (8) anschloss, so kann 
15 * 


; ER Ae teat tr ac ta! 
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man auch hier den Satz (y) fiir eine ganze Gruppe von 
Curven F’, formuliren, analog dem Raumsatze (7) Nr. 128. Dies 


bleibe dem Leser iiberlassen. 


145, Der Ubergang von den Polsechs- zu den Polfiinf- 
und -vierseiten von F’,, die ¢ umbeschrieben sind, liuft gleich- 


falls zuniichst den Entwicklungen von Nr. 129 ff. parallel. 
Wird eine Seite des Polsechsseits einer J’, unbestimmt, 


so entsteht ein Polfiinfseit, d. h. ein soleches, in dem jede Seite 
die gemischte lineare Polare je zweier Gegenecken des 


von den vier iibrigen gebildeten Vierseits ist. 


. . . . . a6 . 2 : 
Wird wieder eine Seite dieses Polfiinfseits unbestimmt, 
so resultirt ein Polvierseit, fiir das je zwei Geyenecken mit 
jedem Punkte der Ebene ein Poldreieck bilden, oder ein so- 


genanntes Paar conjugirter Pole der #’, sind. Dann zer-_ 


fillt der Polarkegelschnitt jeder Ecke in ein Linienpaar, dessen 
Doppelpunkt die Gegenecke der ersten ist. 

Umgekehrt bestimmt irgend ein Paar conjugirter Pole 
nach Satz (y) ein ¢ umschriebenes Polvierseit von I’. 

Dann durchlaufen bekanntlich die Gegenecken aller dieser 
Polvierseite die Hesse-Steiner’sche Curve von J’, und be- 
stimmen auf der ersteren die zur letzteren gehérige Hesse- 
Steiner’sche Correspondenz. 

Wir kénnen daher im Folgenden von der ausgedehnten 
Theorie dieser Correspondenz Gebrauch machen, um sie fiir 
die uns interessirenden Apolaritiitsverhiltnisse der biniren Form > 
sechsten Grades und der biquadratischen Involution fruchtbar— 
zu machen. 

Riickwiirts wird dann dadurch wieder die Raumtheorie 
des §. 25 geférdert werden. 

144, Zuniichst gilt der zu Satz (x) (Nr. 129) analoge Satz: 

6) ,Die Seiten der einem Kegelschnitt 9 um- 


- Wen : 
schriebenen (#” linearen) Schaar der Polfinf.- 


BG Sale +i» Bia heer aa < a =f _—, 
Foal ip te a, 2 = aga: 


> 
. 
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seite, resp. der (oo linearen) Schaar (Involution) 
der Polvierseite einer stiitzenden und aus das 
Sextupel f — a, ausschneidenden F’, sind durch 
die zur Gruppe derersten resp. zweiten Polaren 
vonfconjugirten Gruppen dargestellt.é 

Desgleichen mégen die den Siitzen (A) (¢) (o) (t) ent- 
sprechenden Siitze hier in einen zusammengezogen werden: 

é) ,Hs seim,, m,,m,trgend ein Tripel von posi- 
tiven ganzen Zahlen (Oincl.), das der Bedingung 
gentigt 

(22) 0 2 3, "0. 

Sind dann m, m,, m,, 9 umschriebene Sechs- 
Fiinf-Vierseite Pegeben, 80 é€xistirt eine be- 
stimmte F’,, fiir die dieselben Polseite sind, und 
welche 9 stiitzt. Die Bestimmung dieser Curve 


FF geschieht so: 


3 
5 1 2 : 

Man denke sich alle (ow, ', 0” linearen) 

Schaaren von Curven dritter Classe ®, aufge- 


stellt, die den gegebenen Sechs-Fiinf-Vierseiten 
einbeschrieben sind und auf g ruhen. Diese ®, 
bilden, zusammengefasst, eine sechsgliedrige 


Gruppe. 
Dann ist die gesuchte Ff, diejenige, die alle 


diese PD, und zugleichs stutzt." 
144. Die Gleichung (31) (Nr. 133) 
23)-He— 0 
stellt hier den Ort der Punkte dar, von denen ein solches 


Tangentenpaar an den Kegelschnitt ¢ geht, das zugleich ein 
Seitenpaar eines (p umschriebenen) Polvierseits von F’, ist d. h. 


(23) ist die Gleichung der Hesse-Steiner’schen Curve von F’,, 


was mit der bekannten Darstellung zusammenfillt. 
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Ihre Schnittpunkte mit ¢ sind durch das Verschwinden 
der Covariante H (Nr. 126, (23)) dargestellt. 

In Folge dessen lautet der dem Satze ~ (Nr. 184) paral- 
lele Satz: 

¢) »Man gehe vonirgend einem Sextupel Hauf 
einem Kegelschnitt » aus. Dann gehen einmal 
durch das Punktsextupel Hfiinf CurvenH,, diezu 
yinder Beziehung stehen, dass es einfach unend- 
lich viele pum- und H, einbeschriebene Vierseite 
giebt. 

Diese Vierseite sind Polvierseite von fiinf 
weiteren Curven F,, die @ stiitzen. 


Diese Curven F,undH,stehen in der Bezieh- 
ung, dass jede der Curven H, die Hesse-Steiner- 
sche einer bestimmten ihr zugeordneten Ff ist. 

Die fiinfCurven FP, schneiden aus@ fiinf Sex- 
tupelaus: diese sind diejenigen, die alle das Sex- 
tupel Hals Covariante H besitzen. 

Die fiinf Schaarenvon Vierseiten stellen auf 
gy die fiinf Involutionen (vierten Grades) mit den- 
selbensechs Doppelelementen H dar.‘ 

145. Wir kommen nunmehr zur canonischen Form der 
Curven F’, und H,, die in den damaligen Entwicklungen 
(Nr. 137 ff.) ihr deutliches Vorbild hat. 

Ist die Form f = as, eaeder als Summe von Potenzen 
dargestellt: 

(24) f = Bk, (A—a,)* (i = 1 bis 6 resp. 5 resp. 4), 


so wird die zugehirige Form a, nach einfacher Rechnung : 


(25) > K(0, a'—p, a. e,) (3, ou — om * au 9.) (t, ns ved an t,) 
wo die pe, o, Tt die friihere Bedeutung haben: mithin die 
Gleichung von J” 3: 
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(26) a, = 2k, (s, 2 — s, +s) *)=0. 

Dabei waren die «, die Argumente der dem Kegelschnitt 
¢ (den F’, stiitzte) umschriebenen Polsechs- resp. -fiinf- resp, 
-vierseite von F’,. 

Umgekehrt hat also der Kegelschnitt » nur den Beding- 
ungen zu geniigen, auf F’, zu ruhen, d.h. man kann als 


Kegelschnitt 9 irgend einen des auf F, ,ruhenden 


Gewebes* nehmen. Dieses ist aber bekanntermassen das 
Polarkegelschnittgewebe einer bestimmten Curve dritter Klasse 
®, sa) der ,associirten® Curve von i 

Demnach haben wir: 

n) »Die bekannte Darstellung der Gleichung 
einer allgemeinen, beliebigen Curve dritter 
Ordnung alsSumme von6,5,4 dritten Potenzen 
erscheint hier in dem Lichte, dass die Curve be- 
zogen gedacht wird auf die Polsechs-finf-vier- 
seite, die irgend einem der Polarkegelschnitte 
ihrer associirten Curveumbeschrieben sind. 

Dadurch wird sie geradezuidentisch mit der 


*) Die Klammerfaktoren, deren dritte Potenzen in (26) auftreten, sind 
evidentermassen die linken Seiten der Tangenten «, des Kegelschnitts 9. 

**) Dies ist die bekannte Curve 
: fl = ST — TZ = 0 
ef, die Vorlesungen von Clebsch-Lindemann iiber Geometrie, Bd. II, pg. 577, 
Ich nenne sie die zu /; associirte nach dem Vorgang von Battaglini 
(Sulle forme ternarie sizigetiche: In Memoricum Dom. Chelini). 

Mit Riicksicht auf die eingehende Behandlung *”) der Curven dritter 
Ordnung im Apolaritiitssinn bei Clebsch, Lindemann, Battaglini, sowie weiter 
bei Rosanes, Em. Weyr, S. Kantor u. A. ist die Textentwicklung eine 


etwas gedriingtere geworden. e 
Insbesondere sei auf die wichtige Abhandlung von Rosanes: Uber ein 


Princip der Zuordnung algebraischer Formen, Crelle’s Journal Bd. 76, 


vyerwiesen, 


“ee eS ee 
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bekannten Darstellung der biniren Form sechsten 
Grades (die die Schnittpunkte der gegebenen Curve 
mit jenem Kegelschnitte auf dem letzteren dar- 
stellt) als Summe vonsechs, fiinf, vier sechsten 
Potenzen.* 


146. Dagegen fiillt die sich hieran anschliessende canonische 
Form der Curven H, geradezu mit der in Nr. 138 gegebenen 


(36) zusammen, so dass sie hier nicht wiederholt zu werden 
braucht. 

Bekanntermassen gehéren zu einer beliebig gegebenen 
Curve dritter Ordnung H, drei andere, deren Hesse’sche sie ist, 


sowie drei Klassencurven, die Cayley’schen jener drei, die Um-_ 
hitllungscurven der Verbindungslinien je zweier (den drei Hesse- 
Steiner’schen Correspondenzen gemiiss) sich entsprechender 


Punkte der Curve H,. 

Somit gilt der zu (7) parallele Satz (cf. Nr. 52): 

n'),Die bekannte Darstellung der Gleichung 
einer allgemeinen beliebigen Curve dritter Ord- 
nung H, als Summe von Produkten von je drei 


linearen Formen (die alle Combinationen zu 
dreien von sechs*) resp. fiinf resp. vier solchen 
Formen reprisentiren) und die auf dreierlei 
Weise méglichist, erscheint hier in dem Lichte, 
dass man die Curve bezieht auf die Polsechs- 
-fiinf- -vierseite einerder Curven F,, die H, Zur 
Hesse’schen Curve besitzen, die irgend einem 
der Polarkegelschnitte der associirten Curve 
umbeschrieben sind ete. wie in (%).4 


147. Das Verschwinden der Invariante B (vierten Grades) 
von f (24) war die Bedingung, dass sich f als Summe von nur 


*) Man nehme jetzt in Formel (36) (Nr. 138) den Index 7 wieder von 
1 bis 6 resp, 5 resp. 4, 


f age | 
* 
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drei (sechsten) Potenzen darstellen less. Dann geht auch in 
der Potenzdarstellung von EF’, (26) der Index i nur von 1 bis 8, 
desgleichen in der zugehérigen Darstellung von Hd. hee 
zerfallt in drei Gerade, die ein ¢ umschriebenes Poldreiseit 
von I’, bilden. 

Dann ist bekanntlich das Doppelverhaltniss der Curve ike 
ein aequianharmonisches und es muss die Invariante S derselben 
verschwinden. In der ‘That iiberzeugt man sich sofort, dass 
diese mit der Invariante B von f (bis auf einen Zahlenfak tor) 
identisch ist. 

148. Herr Em. Weyr®®) hatte den Satz aufgestellt: 

ylst aut einem Kegelschnitt eine Tangenteninvolution 
vierten (n") Grades gegeben, so sind ihre Vier(n)seite einer 


ter 


bestimmten Curve (n—1)™" Ordnung einbeschrieben.¢ 


Diesen Satz kénnen wir jetzt zuniichst fiir den einfachen 
Fall n = 4 in erweiterter Gestalt so aussprechen: 

“%) ,Ilst auf einem Kegelschnitt » irgend eine 
Tangenteninvolution vierten Grades gegeben, so 
giebt es eine einzige C,(/,), fiir die die Involutions- 
vierseite Polvierseite sind, und eine einzige C, (H,) 
(die Hessiana der ersten), denen die Vierseite einbe- 
schrieben sind. Die erste C,(/,) stiitzt (ist apolar zu) 9. 

Ist irgend eines der Vierseite gegeben durch 

(20) cas 054 0s =.0;.-0, = Op d= 0 
soist /,darstellbar durch: 


(28) « (a) + BO) + ye) +2) = 0 
und H, durch: 
ay (eda) (daby” (abe) 
er ei eye BM, 
(wo z. B. Lee die Determinante der Formena, b., ¢ 


ist). 


==, 0 
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Ganz in derselben Weise werden wir zu dem allgemeinen 
Satze (cf. Cap. ILI) gefiihrt *): 

x,) Stiitzt eine Curve n Ordnung F, (der Ebene) 
einen Kegelschnitt y, so lisst sich die linke Seite 
ihrer Gleichung durch lineare Substitutionen der 
alten variabeln in die neuen (A, +A,), (A, A,) in die Ge- 
stalt (in der Gordan’schen Schreibweise) 

(30) LOSE 
bringen, wo f=a; = 0 die Schnittpunkte beider 
Curven darstellt. 


Es giebt unendlich viele » umschriebene Pol- 
(2 n) (2n—1)... (2 n—p) Seite der F {und zwar eine 


o?™-9~!' lineare Schaar von (2n—Q) Seiten 


(q=0,1,..n—1)}, deren (auf ¢) zugehérige binire 


ten 


Formen die zu den g™ Polaren von f conjugirte 


Gruppe bilden. 

Im Speciellen giebt es eine Involution (n+ 1™) 
Grades von (n+ 1) Seiten, die einer zweiten Curve 
n* Ordnung (H,) einbeschrieben sind. 

Dann gehért zu jeder Curve F (bei gege- 
benem ¢) eine einzige H, und pees Suet zu jeder 
Curve H nur eine F’. 


Ist die binire Formf irgend wie als Potenz 
summe dargestellt 


*) Wegen des Falles » == 5 vergleiche die Arbeiten®!) von Liiroth’ und 
Scherrer’. Er umfasst diejenigen Curven vierter Ordnung, fiir die eine Dar- 
stellung ihrer Gleichung als Summe von fiinf Biquadraten miéglich ist. 
Dazu ist bekanntlich das Verschwinden einer gewissen Invariante sechsten 
Grades erforderlich. 

Der Satz /, selbst ist seinerseits wieder einer grossen Verallgemeinerung 


fiihig, wie sich in Kap, LI ergeben wird, 
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(31) f= Xk, (A—a)™ 
so geht F’ iiber in die Form 
(62) FL =2h (6, — 90, +s)" =dh, An = 
Teen o— Odie Tancente won. op im Punkte 
M1 Sb 
Die zugehoérige Curve H, ist dann immer als 
Summe von Produkten von jender vorhandenen 


(2 n—q) linearen Formen darstellbar ete. ete. 
Geht man umgekehrt von einer beliebigen 


ten 


Tangenteninvolution(n+1)™" Grades auf 9 aus, 
s0 giebt-es eine einzige F, fiir die die Invo- 
lutions(n + I)seite Pol(m + 1)seite sind und eine ein- 
zige H, denen dieselben einbeschrieben sind. 

Die erstere Curve trifft 9 in dem (2n)""™" 

¢=f=—0 
dessen(m—l)* Polaren die zur gegebenen Invo- 
lution conjugirte Gruppe bilden, und die zweite 
trifft p in dem (2n)""" der Doppelelemente der 
Tuvolution’ etc. éte:* 

149. Kehren wir zuriick zu den Curven dritter Ord- 
nung, so mége der Zusammenhang zwischen den Curven F, 
und H, noch in folgender Weise erginzt werden. 

Dem entsprechend, dass zu einer Curve H, (bei unbe- 
stimmtem ¢) drei Curven I’, gehoren, giebt es bekanntlich 
auf H, drei Arten von Hesse-Steiner’schen Correspondenzen 
d. s. drei Arten von zweifach unendlich vielen ihr einbe- 
schriebenen Vierseiten und zwar so, dass irgend zwei Punkte 
der Curve eine solches Vierseit bestimmen. 

Wendet man den Satz von Rosanes (Crelle Bd. 76 1. ¢. 
pg. 328): 


pirgend zwei einer Curve dritter Ordnung ein- 


ls hh ' 2 


936 Die Reye’sche Apolaritiit und die Normeurven. 


beschriebene Vierseite sind einem bestimmten Ke- 


gelschnitt umbeschrieben,* 
auf zwei Vierseite derselben Art (fiir die Curve H,) an, 


so ist damit der Kegelschnitt ¢ und zugleich auf ihm die 
Tangenteninvolution vierten Grades bestimmt, dadurch aber 
die eine der zu H, gehérigen Curven yy 


150. Wir haben schon einigemal von dem Satze Ge- 
brauch gemacht (wenn er auch erst spiiter bewiesen wird), dass 
es, wenn man sich eine Involution vierten Grades durch ihre 
(sechs) Doppelelemente gegeben denkt, fiinf zugehdrige In- 
volutionen giebt. Das Analogon zu dem Satze pg. 211 liisst 
sich hier ohne Weiteres aussprechen: 


A) Durch sechs Punkte eines Kegelschnitts © 
gehen fiinf Curven H,, denen fiinf Curven F, je ein- 


deutig zugeordnet sind. 
Die einer Curve H, ein- ¢ umbeschriebenen Pol- 
vierseite der entsprechenden Curve F, bilden die 


eine der fiinf Involutionen auf ¢, deren Doppel- 
elemente die Argumente der sechs gegebenen 
Punkte sind. 


Beniitzen wir des Weiteren die Eigenschaft, dass man 
die sechs Doppelelemente auch ersetzen kann dureh irgend 
sechs Klementenpaare der Involution (ef. Nr. 187 ff.), so haben 
wir die Erweiterung des letzten Satzes (A): 


d,)*) Durch irgend sechs Punkte in der Ebene 


*) Lisst man in bekannter Weise den Curven dritter Ordnung durch 
die gegebenen sechs Punkte die Ebenen des Raumes projektivisch ent- 
sprechen, so geht der Kegelschnitt © in eine rationale Raumeurve sechster 
Ordnung tiber, sowie die Punkte der Ebene in die einer Fliiche dritter 
Ordnung (die durch die Curve hindurch geht). 

Andrerseits geht bekanntlich durch eine soleche Curve nur eine ein- 
zige Fliche dritter Ordnung, deren Gleichung pg. 20 ermittelt wurde. 
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; eines festen Kegelschnitts ~ geht ein Quintupel von 
- Curven dritter Ordnung H,, das aus dem Kegel- 
schnitt die Doppelelementensextupel von fiinf In- 
volutionen vierter Ordnung mit sechs gemein- 


samen EKlementenpaaren ausschneidet. 


Diese sechs Klementenpaare sind die Berihr- 
ungspunkte der Tangentenpaare der sechs gege- 
benen Punkte. 


Diesen fiinf Curven ey sind fiinf Curven De ein- 


deutig zugeordnet ete. 
Je zwei Punkte einer Curve H,, deren Elementenpaare 


(auf ¢) ein Quadrupel der zugehérigen Involution bilden, sind 
conjugirte Punkte derselben. 


Und endlich, mit vorliufiger Heranziehung des niheren 
Zusammenhangs zwischen solchen fiinf Involutionen vierter 
Ordnung erhilt man: 

,) Je zwei der fiinf Curven H, haben noch drei 


weitere Punkte gemein, je drei noch einen. Daher 
giebt es solcher weiteren gemeinsamen Punkte 
(Elementenpaare) noch zehn, die den fiinf Curven 
(Involutionen) in der Art angehéren, wie die zehn 


Daher liefert die Abbildung von Ebene auf Flaiche dritter Ordnung 
folgenden interessanten Satz: : 

»Durch jede der sechs vierfachen Sehnen einer allge- 
meinen rationalen Raumecurve sechster Ordnung geht ein die 
Curve bertihrendes Kbenenpaar. 

Dann giebt es fiinf Involutionen vierter Ordnung, die 
diese sechs Paare von Bertihrungspunkten zu gemeinsamen 
Elementenpaaren besitzen. 

Die fiinf zugehiérigen Doppelelomentensextupel werden 
aus der Curve von den Ebenen eines Pentaeders ausge- 
schnitten, das der einzigen durch die Curve gehenden Fliche 


dritter Ordnung einbeschrieben ist.“ 
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Eckpunkte eines Pentaeders den fiinf Ebenen der- 
selben. Und daraus folgt: 

Jede der finf Curven (Involutionen) enthilt 
noch sechs der weiteren zehn Punkte (HKlementen- 
paare), die drei ihr angehérige Quadrupel (d.i. drei 
conjugirte Punktepaare auf der Curve) bilden. 

Hier brechen wir vorliiufig die Anwendungen auf Curven 
dritter Ordnung ab, um erst durch weitere Untersuchungen 
iiber die Involutionen vierter Ordnung ein reichhaltigeres Ma- 
terial zu gewinnen. 

Die direkte Ubertragung der Raumsiitze des vorigen 
Paragraphen auf die Theorie der ebenen Curven dritter Ord- 
nung und umgekehrt ist in den wichtigsten Fiillen angegeben: 
es kann daher die weitere Durchfiihrung dem Leser iiber- 
lassen bleiben. 


Im niichsten Paragraphen betrachten wir die Involution 
vierter Ordnung unter dem Gesichtspunkt der Schnittpunkt- 
formengruppe einer rationalen ebenen Curve vierter Ord- 
nung und bringen sie dabei vornehmlich in Zusammeuhang 
mit der quadratischen ein- eindeutigen Involution der Ebene. 


§, 27, 
Die rationalen Curven vierter Ordnung in der Ebene und die 
quadratische Transformation. 


. 


151. Wir haben die biquadratische Involution auf der 
Normcurve zweiter und dritter Ordnung studirt; es mége 
auch noch die der vierten und (soweit es néthig erscheint) 
der sechsten Ordnung zu Grunde gelegt werden. 


Doch sollen beide nicht in den ilnen eigentlich zukom- 
menden Réiumen (von vier resp. sechs Dimensionen), sondern, 
ganz in der Weise des §. 24, im terniiren Gebiet betrachtet 
werden. Dies geschieht fiir den ersten Fall einfach so 
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Auf der Normcurve vierter Ordnung 
Ceram A (oa 0. 124) 
nehmen wir drei (linear unabhingige) Punktquadrupel 
(2) 1A), PA), 5) 
an. Jedes derselben liegt auf einem bestimmten Gebilde 
(Raum) 
(at ears tent. (), ee A), 

die eine Gerade gemein haben. 

Von jedem Punkte der letzteren geht ein, Raum-“quadrupel 
an die Curve, dem als Argumente auf der letzteren die 
Wurzeln einer Form a) resp. 6, etc. zugehéren mégen. Dann 
bilden alle diese Quadrupel, wie aus den g§. 1, 2 hervorgeht, 
die zu den Formen (2) conjugirte Involution 

(4) a, + kdy. 

Projicirt man nun die Curve mittelst simmtlicher durch 

die Gerade (3) gehenden ,,Riiume“ auf eine Ebene, so ge- 


langt man zu einer rationalen Curve vierter Ordnung (Ri, 


resp. Pe etc. oder einfacher auch R, P etc.): 
MeO neyo (Ur 1, 25-3) 
deren Schnittpunkttheorem durch 
(Oo Oy and 
gegeben ist (wo a,, b, durch Polarisation von a, , (4) nach 
vier Elementen 4,, 4,, ,, A, entstehen, d.h. wo ay, 6) die zu 


(5) gehérigen linearen Schnittpunktformen sind), Dann sind 
die in den A linearen und symmetrischen Gréssen s, nichts 
Anderes, als die im urspriinglichen Raume den Punktcoor- 
dinaten 2 dualistisch gegeniiberstehenden (contragredienten) 
»Raum-“coordinaten. Wir driicken die gegebene Umformung 


- in dem Satze aus: 


a) ,Die Betrachtung der biquadratischen In- 
volution (resp. der zu ihr conjugirten Gruppe) auf 


<i 
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der biquadratischen Normeurve wird ersetzt durch 
die der Schnittpunktformen einer ebenen rationalen 
Curve vierter Ordnung (R, P, etc.).% 


152. Die Gleichungen (6) beziehen wir wieder, wie in 
Nr. 45 ff. auf einen (zunichst noch beliebigen) Normkegelschnitt 
einer Ebene, auf dem wir den Parameter A der Curve Ff aus- 
gebreitet denken. Dann gilt nach den friiheren Entwicklungen 


(Nr. 46 ff.) der Satz: 


8) ,Die Gruppe (2) stellt simmtliche dem Norm- 
kegelschnitt umschriebene Polvierseite der Kegel- 
schnitte und (damit ihres Biischels) 


(Tae = 0)" t=O 


dar, die ihn stiitzen und aus ihm die Punktqua- 
drupel (4) ausschneiden.* 


Aus der Entstehung der Formen (7) aus (6) (cf. Nr. 46) 
folgt dann sofort, dass die vier Grundpunkte des Biischels 
(7), vermége ihrer an N, gehenden ‘langentenpaare ), p, 
(@ = 1, 2, 3, 4), den Doppeltangenten der Curve f& ent- 
sprechen d. h. den vier Quadraten quadratischer Formen, die 
sich in der Gruppe (2) vorfinden. 

Geht man umgekehrt von einem beliebigen Kegelschnitt 
gy aus, so befindet sich in einem beliebigen Kegelschnittnetze 
evidentermassen (wegen der Linearitiit der Bedingungsglei- 
chungen in den Coefficienten) immer ein Biischel von solchen, 
die  stiitzen; wihlt man das Netz so, dass seine Individuen 
alle durch drei beliebig gewiihlte Punkte gehen, so bestimmt 
das in ihm befindliche ¢ stiitzende Biischel eindeutig einen 
vierten Grundpunkt. Denkt man sich diesen construirt, so 
kommt man durch dieselbe Construktion offenbar von je drei 
dieser vier Punkte immer zum vierten. 


Da aber sowohl zwischen irgend vier quadratischen 
(biniiren) , als zwischen irgend vier der Gruppe (2) ange- 


" 


r 
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hérigen biquadratischen Formen eine lineare [dentitit besteht, 
so gilt der Satz *): 


y) »Durch irgend drei quadratische (binire) 
Formen ist im Allgemeinen stets eine vierte ein- 
deutig bestimmt, sodass sowohl zwischen diesen 


*) [Es finden sich die Resultate der Stitze y) 8) ©) und einiger - 
weiteren auch im Wesentlichen, wenn auch ganz anders abgeleitet, in 
der wihrend des Druckes erschiencnen Abhandlung des Herrn Brill: 
Ueber binire Formen und die Gleichung sechsten Grades“ Math, Ann. XX. 
Vel. auch die noch spiitere Note desselben: ,,Ueber das Polvierseit* ebenda. 

Die Zahl der Involutionen vierter Ordnung mit denselben sechs 
Doppelelementen, sowie algebraische Relationen zwischen den ersteren 
gab Herr Stephanos in einem Comptes Rendus Dec. 1881 erschienenen 
Auszuge aus einer grésseren der Pariser Academie eingereichten Ab- 
handlung. ; 

Herr Jordan gab einen Bericht tiber die letztere Comptes Rendus 
Mai 1882. Erst in diesem wird des wichtigen von H. Stephanos 
bewiesenen Prinzips Erwihnung gethan, dass zwei conjugirte Gruppen 
binirer Formen dieselben Combinanten besitzen. 

Dasselbe Prinzip hat auch, ganz unabhiingig von H. Stephanos, 
H. Brill seiner oben angegebenen Abhandlung zu Grunde gelegt. 

_Andrerseits findet sich dasselbe am Ende von Kap. I von mir be- 
wiesen und ich kann hier nur anfiihren, dass dieses Kapitel schon am 
Ende des Jahres 1881 geschrieben war, wodurch natiirlich ein Prioritiits- 
anspruch nicht begriindet sein soll. 

Was die Involutionensiitze ¢) angeht, muss ich jedoch betonen, dass 
sowohl H. Brill, als H. Stephanos nur yon Involutionen mit denselben 
Doppelelementen handeln, wihrend dort die Krweiterung auf Involutionen 
mit denselben (6) Elementenpaaren entwickelt ist, cine Erweiterung, wie 
sie namentlich in der spiiteren Anwendung auf cubische Raumcurven yon 
Wichtigkeit wird. 

Was ich. iiber die Zahl und Natur der weiteren zehn Elementen- 
paare entwickelt habe, liegt implicite in der yon H, Brill 1. ¢. pg. 354 ete. 
angegebenen Tabelle; aber man wird meinen Formulirungen einen gewissen 
_ Fortschritt gegeniiber den Brill’schen Resultaten nicht absprechen. 

Vgl. meine Note, Math. Ann. XXI, die einen kurzen Auszug meiner 
auf die Involutionen beziiglichen Resultate darstellt. 

Mitte Januar 1882.] 
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vier Formen, alszwiscbenihren Quadraten je eine 
lineare Identitiat besteht. 


Bezogen auf irgend einen Normkegelschnitt 
y, stellen die drei gegebenen Formen irgend drei 
Punkte in der Ebene desselbendar. Dann stellt 
die vierte Form einen vierten Punkt dar, der mit 
den drei ersten ein @ stiitzendes Kegelschnitt- 


biischel bestimmt. 


Die Involution, die das letztere auf au s- 
schneidet, stellt die Schnittpunktformen einer 
Curve R dar, deren Doppeltangenten die Wurzeln 
der vier quadratischen Formenzu Argumenten- 


paaren haben ete. ete. 


Geht man umgekehrt von einem beliebigen 
Kegelschnittbiischel aus, sohat der zugehdérige 
Kegelschnitt g nur den beiden Bedingungen zu 
geniigen, aufdem gegebenen Bischel zu ruhen.4 


Der Inhalt dieses Satzes ist aber eines weit einfacheren 
Ausdrucks fihig. Denn dem 9 stiitzenden Kegelschnittbiischel 
gehoren drei Linienpaare an, A, Bp, (i = 1, 2, 3). Hin solches 
trifft aber @ (ef. pg. 106) in zwei zu einander harmonischen 
Punktepaaren oder die Geraden A,, B, sind in Bezug auf 9 
conjugirt. 

Daraus folgt sofort: 

Y,) Die vier quadratischen Formen des Satzes 


(y) stellen, auf irgend einen Kegelschnitt 9 be- 


zogen, stets ein Polviereck desselben dar, und 
umgekehrt.“ 


Die Umkehrung gilt, weil (cf. 1. ¢.) ein in Bezug auf ¢ 
conjugirtes Linienpaar stets einen @ stiitzenden Kegelschnitt 
darstellt: zwei solcher Linienpaare (die nach dem Hesse’schen 
Satze cf. pg. 87 zugleich ein drittes solches, mit den ersten die 


4 
i a 
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E 
Gegenseiten eines vollstindigen Vierecks bildendes, liefern) 
bestimmen aber ein ¢ stiitzendes Kegelschnittbiischel. 


153. Die Verbindungsgerade zweier Punkte, denen die 
quadratischen Formen ¢), x zugehéren mégen, trifft den Norm- 
kegelschnitt in dem zu ¢, x harmonischen Paar d. i. der 
Funktionaldeterminante beider. 


Demnach treffen die sechs Seiten des Polvierecks von ¢ 
diesen Kegelschnitt in den sechs Funktionaldeterminanten, 


die aus den vier quadratischen Formen zu bilden sind. 


Andrerseits kommt diesen sechs weiteren Formen auch 
fiir die Curve f eine einfache Bedeutung zu. Sie stellen die 
‘Tangentenpaare dar, die von den Kcken des Doppeltangenten- 


vierseits der Curve noch ausserdem an sie gehen, 


Denn die sechs Tangenten, die von irgend einem Punkte 
in der Ebene der Curve Ran sie gehen, beriihren sie in den 
Doppelelementen der biquadratischen Involution, die das 
Strahlbiischel des Punktes aus F ausschneidet. 


Gehen von dem Punkte zwei Doppeltangenten der Curve 
aus (mit den Argumentenpaaren ), x), so ist die Involution 


gegeben durch | 


(8) Qretek 7 a) 


und demnach ihre Doppelelemente durch *) : 


yt ay oy a 


> ay? Ov @ 

(9) iS aa yi 
Ox OX Die Ms 
in? Oy. ON op 


qg. é. d. 


154. Die sechs Funktionaldeterminanten stehen weiter 


zu den vier urspriinglichen Formen in einer einfachen Bezieh- 


*) }, p sind, wie immer, die homogenen Variabeln der biniiren 


Formen. - 


alts) 
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ung, zu der man durch passende Anwendung von quadra- 


tischen T'ransformationen aut die Curve Ff gelangt. 

Zuvor beweisen wir den Satz: 

6) ,Die Funktionaldeterminante der Involu- 
tion (4) stellt die Wendepunkte der Curve dar.“ 


In der That, man setze in den Gleichungen (6) drei der 
Argumente A gleich und ahinire das vierte. 


Wir gehen jetzt fiir den nichsten oaeaue lieber von der 
zu R dualistischen Curve aus, einer rationalen ebenen Curve 
sechster Ordnung S mit sechs Spitzen.und vier Doppelpunkten ; 
die letzteren seien bezeichnet mit D,, D,, D,, D,. 

Dann geht bekanntlich durch eine quadratische ein- ein- 
deutige involutorische Transformation T, mit den Fundamental- 


punkten D, D, D, die Curve Sin eine von gleicher Ordnung 
und Art ,,S,“ tiber. Dabei bleiben die Argumente der sechs 
Spitzen und des vierten Doppelpunktes unveriindert: dagegen 


treten nach voriger Nummer an Stelle der Argumentenpaare 
der drei Doppelpunkte D, D, D, ihre beziiglichen Funktional- 


determinanten. Daraus folgt bei wiederholter Anwendung 


des Satzes y) : ‘ 


6) ,Bestimmen drei quadratische Formen 
Pi Po Pg Cine vierte p, so, dasszwischen ihren vier 
Quadraten eine lineare Identitét herrscht, so 
findetecine solche auch statt zwischen den Qua- 
draten von 9, (j= 1, 2, 3, 4) und denen der Funkti- 
onaldeterminanten der jedesmal restirenden 
drei Formen.“ 


155. Exeurs. An diese auf die Curve & in obiger Weise 
ausgeitbten ‘Transformationen 7’ kniipft sich eine fiir die biqua- 


*) Kine soleche werde! auch weiterhin immer dureh das Prep oeaie 
Zeichen T charakterisirt, 


v; 
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- dratische Involution héchst wichtige Entwicklung. Higentlich 
zwar gehort sie in die Theorie der alleemeinen ebenen 
rationalen Curven sechster Ordnung Bes soweit sie mit der 
biquadratischen Involution verbunden ist. Da indess die ge- 
meinte Entwicklung von der speziellen Natur der Curve S fast: 


unabhingig ist, so mége sie gleich hier im Wesentlichen vor- 
- weggenommen werden. 


Die Verbindungsgerade der Doppelpunkte D, D, (,, ¢,) 
der Curve S schneidet nach Nr. 153 aus S das Punktepaar aus, 
das durch die Funktionaldeterminante von ? 9, (bezeichnet 


mit 9,,) gegeben ist. 

Fir eine allgemeine #? sind bekanntlich statt der sechs 
Spitzen sechs weitere Doppelpunkte A, vorhanden (r = 1, 2,...6) 
und die Punktepaare ¢, héren dann auf, gerade die Funkti- 
onaldeterminanten von 9, 9, zu sein, sondern sind irgend 
welche anderen sechs quadratischen Formen. 


Im Uebrigen denken wir uns auf der Curve R, gerade so 


. . : 2 
einen Parameter ausgebreitet, wie auf S resp. Rh, Den Dop- 


pelpunkten A, mégen die Argumentenpaare ®  zugehdren. 


Dann zeigt die Figur der Curve R, unmittelbar : 

e) , Die vier Strahlbiischel der Doppelpunkte 
D, schneiden nebst dem einen durch sie be- 
stimmten Kegelschnittbiischel Daus der Curve 
finf biquadratische Involutionen mit denselben 
sechs Elementenpaaren ® aus.“ 

Diese fiinf Involutionen fassen wir niiher in’s Auge: erst 
spiter soll gezeigt werden, dass es keine weiteren mit derselben 
Eigenschaft giebt, sowie dass die sechs Elementenpaare oO. 


ganz beliebig angenommen werden diirfen. 
Durch eine der vier Transformationen T, reproduciren sich 


aie fiinf Involutionen und zwar bleiben die durch die drei 


~ oh) 3 al 2 nat i. Sor oo 
t ms 
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Strahlbiischel D,, D,, D,, erzeugten unveriindert, wihrend die 
vom Strahlbiischel D, und vom Kegelschnittbiischel D be- 
stimmten sich vertauschen. 

e,) ,Unterwirft man die Curve Re den vier*) 
quadratischen Transformationen T, (deren Funda- 


mentaldreiecke von je drei der vier Doppel- 
punkte D, gebildet sind), soerhailt man vier neue 


Curven fk? derselben Art, fiir die immer sechs 
’ 


ihrer (zehn) Doppelpunkte dieselben Argumen- 
tenpaare besitzen wie die sechs urspringlich 
ausgewahlten (A). 

Die so erhaltenen fiinf Curven bilden einen 
Cyclusin der Weise, dass durch den angegebenen 
Transformationsprocess aus jeder dievier iibri- 
gen hervorgehen. 


Die Argumentenpaare der fiinfmal vier 
weiteren Doppelpunkte bilden zusammen die 
zehn weiteren (je zweien noch ausserdem g e- 


meinsamen) Klementenpaare dér ftinf- Inv: 
lutionen. 


Die fiinf Involutionen sind auch durch die 
fiint Involutionen dargestellt, die die finf 
Kegelschnittbiische] D aus den fiinf Curven R, 


ausschneiden.“ 


Daher geniigt es, wenn die je zwei resp. drei der finf 
*) Kine solche Transformation ist natiirlich durch ihr Fundamental- 
dreieck noch nicht bestimmt, sondern enthilt noch zwei willkiirliche 
Parameter, wie bekannt. Man kann diese etwa so bestimmen, dass der 
vierte Doppelpunkt sich in der Transformation selbst entspricht, dann 
ist fiir simmtliche fiinf Curven Re die Lage der vier Doppelpunkte D 
i 

dieselbe. 


4 
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Tnvolutionen gemeinsamen Elementenpaare bestimmt werden 
sollen, fiir eine der fiinf Curven dip etwa die gegebene, 
irgend zwei resp. drei der Strahlbiischel D, daraufhin zu 
untersuchen. 

Nun haben offenbar die beiden Involutionen D,, D, noch 
ausserdem die drei Elementenpaare 9, 9, 9, gemein: sowie 
die drei Involutionen D., D,, D, das eine Paar 9. Dies liefert 
mithin sofort die erste Erginzung des letzten Satzes: 

e,) »Je zwei der fiinf Involutionen haben noch 
(ausser den sechs gemeinschaftlichen Hlemen- 
tenpaaren ®) drei Elementenpaare gemein, je 
dreinoch eines. 

Daher reduciren’ sich die 3. 10 weiteren 
solchen Elementenpaare auf 10, derenjedes dret- 
mal auftritt, d.h. diese zehn weiteren Paare ge- 
héren den fiinf Involutionen in derArt an, wie 
die zehn Eckpuncte eines Pentaeders den fiinf 
Ebenen desselben.“ 

Endlich enthalt jede der fiinf Involutionen sechs der zehn 
weiteren Paare: z. B. D, die Paare 9, $,5 Py» Pai Par Pins 
Diesé bilden drei Quadrupel der Involution und wir haben: 

€,) ,Die zehn weiteren (theilweise gemein- 
samen) Elementenpaare der fiinf Involutionen 
lassen sich auch in fiinf Sextupel anordnen, so 
dass jedes Paardreimal auftritt. Jedes der Sex- 
tupel bildet drei Quadrupel einer der Involu- 
tion en: 

Diese Sextupel entsprechen also den Gegen- 
ecken desvollstindigen Vierseits, das aufirgend 
einer Ebene des Bild-Pentaeders von den vier 
ibrigen ausgeschnitten wird.“ 

Dieser Excurs mége vorliufig geniigen, 


. 
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Uebertriigt man diese Entwicklungen unter Vorwegnahme _ 
des Hiilfssatzes, dass es ausser den besprochenen fiinf Invo- 
lutionen keine weiteren (mit denselben sechs Elementenpaaren) 
giebt, auf die Curve R, so erkennt, man, dass damit die Auf- 
gabe, die Zahl der biquadratischen Involutionen mit den- 
selben Doppelelementen*) nebst dem Zusammenhang 


unter ihnen zu erforschen, im Wesentlichen erledigt ist. 


Eine partielle Ausdehnung der Zahlverhiltnisse auf In- 
volutionen beliebiger Ordnung mit denselben Elementenpaaren 
findet man Kap. III. 

Ehe wir uns aber zur Figur des Polvierecks (Satz y,) 
zuriickwenden, mége noch ein Zweifel beseitigt werden, den 
man erheben kann, ob man nemlich berechtigt ist, die Funkti- 
onaldeterminante zweier biquadratischer Formen als eine ganz 
allgemeine Form sechsten Grades aufzufassen. Allerdings 
hiingt die Involution vierten Grades von ebenso viel Con- 
stanten (nemlich sechs) ab, wie die Gleichung ihrer Doppel- 
elemente: es kénnten aber eventuell zwischen den Coeffici- 
enten der letzteren Gleichung Relationen stattfinden, die sie 
zu einer speziellen Gleichung sechsten Grades stempeln 
wiirden. - 

Die Funktionaldeterminante einer Involution (4) lautet 
entwickelt : 


(100 = J= Po +3 pA Po tar pt 3 Pog 2 
TEE ot BP ag) ® Py FB MEP A 3M LEDs + Dag) 
wo die p,, die bekannten Verbindungen (ab),, bedeuten. 


Zwischen diesen herrschen bekanntlich drei Relationen 
der Form: 


(1 i) Py ae ae Pi Poe a Pi Py = 0 
wo 1, k, l, m irgend vier der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 sind. — 


*) Fiir diese ist der erwihnte Hiilfssatz durch Hinweis auf das 
Stephanos’sche Resultat cf. pg. 241 anm. ersetzbar, 
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Aus den fiinf méglichen Relationen dieser Art kann man 
irgend drei auswihlen, dann setzen sich die beiden iibrigen, 
wie man sich leicht iiberzeugt, linear aus jenen zusammen. 

Alle sonst deukbaren Relationen zwischen den p miissen, 
da z. B. zwischen den 6 p der Relation (11) nur diese eine 
Bedingung statthat, auf diese drei ausgewiihlten zuriick- 
fiihrbar sein. Wir wihlen etwa die, in denen der Reihe nach 
der Index 4, 3, 2 nicht auftritt. 

Dann kann man z. B. die folgenden p: 


Pov Poor Posr Pox Psy Pow Psa 
als unabhingige homogene Gréssen auffassen. Denn es giebt - 
keinen Index, der in einem der p nur einmal auftriite, so 
dass zwischen irgend sechs dieser Gréssen eine der Rela- 
tionen (11) nicht existiren kann. 

Aus den ersten der drei ausgewiihlten Relationen kann 
dann p,,, und aus den beiden folgenden Dro eindeutig 
durch die tibrigen ausgedriickt werden. 

Denkt man sich jetzt die Coefficienten a, 6 variabel, 
so enthilt jeder Coefficient in (10) eine unabhiingige Variable 
eq. co. cd 


156. Wir kehren nunmehr zu den vier Formen 9¢,, die 


den Doppeltangenten von & zugehorten, zurtick und fragen, 
welche (canonische) Gestalt die Form J (10) annimmt, so- 


bald man die Faktoren einer der Formen ¢, als neue homo- 
gene Variable einfiihrt. Seien diese (A—e,) (A—y,); setzen 
wir demnach 
(U2 ged Na Oe Hh) A 

so wird die Doppeltangente (¢, 7,) dadurch zur Doppeltangeute 
(0, ©). Die Hinsetzung in (7) hefert dann: 
(13) a, =0, 6,=0 und damit p, = OG 01354). 

Damit geht J (10) iiber (wenn wir wieder A, p 
schreiben) in: (14) 
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J= 1 Dt Bp AP, wr? (Pp, +8P,,)+3 i as 2 Ey hs P,=09 
wo man noch etwa p,, durch die iibrigen in (14) vorkom- 
menden p ausdriicken kann. Dies liefert den Stephanos- 
schen Satz (cf. Comptes Rendus Dec. 1881): 


¢) ,Die Frage nach der Zahl und Natur der 
biquadratischen Involutionen mit gegebenen festen 
Doppelelementen (J = Q) ist identisch mit der 
Frage nach der Zahl und Natur der verschiedenen 
linearen Substitutionen (12), durch die Jin diejenige 
canonische Form itibergeht, in der die Coeffi- 
cienten des zweiten und vorletzten Termes ver- 
schwinden.* 

157. Wir combiniren jetzt die fiir die Doppeltangenten D, 
der Curve R (d. h. ihre Argumentenpaare ¢,) erhaltenen 
Resultate mit der bekannten®?) Entstehung einer solchen Curve 
aus einem Kegelschnitt mittelst einer quadratischen Trans- 
formation T. 

Sei ein Kegelschnitt p gegeben nebst drei Punkten (seiner 
Ebene), die, bezogen auf ihn, durch die Argumentenpaare 
vb, = (a,5,) (& =1, 2, 8) bezeichnet seien, Das Dreieck der 
Punkte sei Fundamentaldreieck einer (sonst vorliiufig be- 
liebigen) ‘Transformation T. 

Dann ist das Bild von ¢ eine Curve &, mit den Doppel- 
punkten in den Ecken des Dreiecks. Von ihnen gehen an 
die Curve R die Tangentenpaare $, = (a,, b,): die Argu-- 
mentenpaare der Doppelpunkte selbst sind die beziiglichen 
Funktionaldeterminanten der ¢ (¥,,). 

Durch die Ecken des Dreiecks gehen vier ¢ doppelt 
beriihrende Kegelschnitte: die Paare der Berithrungspunkte. 
sind durch die Formen 9, gegeben und die vier Kegelschnitte 
gehen vermége T in die Doppeltangenten von R iiber, Dies 
mége vor der Hand geniigen, 


eee er eit 
agen 
oe 
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Man betrachte jetzt auf dem Kegelschnitt @ (als Klassen- 
curve) diejenige projektivische Beziehung, der die drei Paare 
(a,,5,) als Paare angehiren. Solcher projektivischer Bezieh- 


ungen giebt es noch acht, da noch in jedem Paare das Ele- 
ment a, dem ersten System und b, dem zweiten oder umge- 


kehrt angehéren kann. 


Diese acht Beziehungen theilen sich aber in zwei gleiche 
Gruppen von je vier, wo die zweite aus der ersten hervor- 
geht, indem man in jedem der drei Paare a, b, die Rollen der 


Elemente vertauscht, wodureh sich nur die Bezeichnungen; 
yerstes und zweites System* vertauschen. 
Die eine der beiden Gruppen ist dargestellt durch das 
mchema (7, k, i = 1,:2, 3) 
(a,b) (a, 5) (a, 4) 
(a,b) (a,b) Oa) 
(a, 5) (6, 4,) (a, 5) 
(a,b) (, 4, @, 4) 


Bekanntlich durchlaufen die Punkte, von denen ‘l'an- 


(15) 


gentenpaare einer projektivischen Beziehung an einen Kegel- 
schnitt » gehen, einen zweiten Kegelschnitt, der den ersten 


doppelt beriihrt *). 


*) Andrerseits stellt ein beliebig gewithlter Kegelschnitt 
o nebst einer projektivischen Beziehung (linearen Trans- 
Coast on) seiner Elemente auf ihm die allgemeine reciproke 
Verwandtschaft in der Ebene dar. 

Denn wihlen wir 9 als Ordnungskegelschnitt, so ist durch die gege- 
bene Beziehung ein zweiter (Klassen-) Kegelschnitt ® bestimmt, der 9 
zweimal bertihrt und umgekehrt. 

Zwei solche sich doppelt beriihrende Kegelschnitte sind bekanntlich53) 
stets die Fundamentalkegelschnitte einer reciproken Verwandtschaft u. umg. 
d. h. die Orter der Punkte resp. Geraden, deren in der Verwandtschaft 


entsprechende Gerade resp. Punkte mit ihnen incident sind, 
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Daher muss fiir jede der projektivischen Beziehungen 
(15) der zugehérige Kegelschnitt durch drei feste Punkte 


Zugleich werden dann dadurch die Elemente von 9 und ® selbst 
projektivisch auf einander bezogen. 


Es moége fiir den canonischen Fall, dass 9 zum Nosmbaeeinerate N, 
gewihlt wird 


(14. Deer a a = 0 i.e pw, =1, pr, = 2, pry = x? (ef. pg. 43) 

und die gegebene projektivische Beziehung 
(2) Gan 

ist (also die Doppelelemente 0, © besitzt) die Rechnung durchgefiihrt werden. 


Dann ist der Kegelschnitt ® von der Form 
(3) tq My — But ==) 
und es handelt sich um die Beziehung zwischen «, 8. 

Die allgemeine bilineare Form, deren Verschwinden die allgemeine 
reciproke Verwandtschaft darstellt, wird fiir N, als Ordnungsfundamental- 
kegelschnitt, folgende einfachere: 

(4) 2% hg Yi hog Yo) F& (Fg Yo—Yy H hy Qe) F0{(4 ~ hog) Yo—h 94 }=O- 

Soll andererseits der Klassenfundamentalkegelschnitt der Verwandt- 
schaft mit (3) zusammenfallen, so verschwinden 4), und k,, und (4) wird: 


(4') @9 Vy hing — Uy Hy Yo (4—Mog) = 0 und die dualistisch adjungirte Form: 
(5) tp Vy hgg— thy My hog (4— kyo) + Many (4 —hog)= 0. 
und 


. __ og (4—hqy) 
Giegeis =e See 


Irgend einem Punkte P, (A,) von N, entspricht eine durch ihn gehende 
Gerade, Ihr zweiter Schnittpunkt mit NV, ist der nach (2) dem Punkte i, 
entsprechende Punkt 4’,, Die Gleichung der Geraden wird wegen (4’) 


(7) 2) kgy 9 —2e, 4, + wy (4 — hgy) = 0 


und ihr mit V, cemeinsames Punktepaar: 


(8) v? (4 ~ yg) — 4¥ yt hgg AY == (Vy) (¥ (4 = higg) — 2, Mga} == 0, 
mithin ist 
4— kos 
(9) a = = ~ und 
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gehen und ¢ doppelt beriihren. Dies liefert mit Beriick- 
sichtigung des iiber die Transformation T Gesagten: 

n) ,Gegeben sei eine Curve R: von den drei 
Doppelpunkten mégen die Tangentenpaare (a, b)=y, 
an sie gehen: die Argumentenpaare der Doppel- 
tangenten seien (¢, 7,) = 9, (4 = 1, 2, 3, 4). 

Dann sind die vier Paare 9, die Doppelelemente 
der vier (iiberhaupt méglichen) projektivischen 
Beziehungen, denen die drei Paare , als Paare an- 
gehoren. 

Durch irgend einen Punkt P einer Doppel- 
tangente D), gehen immer zwei solche Kegelschnitte, 
dass ihre drei weiteren Schnittpunkte in den Dop- 
pelpunkten von #& liegen, und die zugleich R be- 
riihren. 

Die Bertthrungspunkte sind ein Paar der D, 
angehérigen projektivischen Beziehung.“ 

Und in Hinsicht auf Satz y,) kann man unser Resultat 
beiliiufig als einen Satz aus der Theorie der projektivischen 
Beziehungen aussprechen: 

n,) Es giebt vier verschiedene projektivische 


Beziehungen, denen drei feste Paare (a,b) = ¥, 


In der That fallen die beiden nach (10) einem Werth B entsprechenden 
Werthe fiir 8 = 1 zusammen. Dann aber wird auch « = 1 und es fallen 


N, und ® zusammen (d. h. wird = N,) und die projektivische Be- 
zichung auf N, zur Identitit. Das ist aber bekanntlich der Fall des Polar- 


systems. 
Betrachtet man in der allgemeinen Verwandtschaft einen beliebigen 


* Punkt P, als Punkt des ersten Systems, und gehen yon ihm die Tangenten 
(d, t,) an N,, so entsprechen diesen in der projektivischen Beziehung 
zwischen den Elementen von N, und ® auf ® zwei Punkte (dy é,): die 


Gerade (d, 4.) ist dann die P, entsprechende Gerade, 
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als Elementenpaare angehdéren. Ihre Doppelele- 
mente seien durch die Paare (¢, 7,) = 9, dar gestellt. 


Zwischen den Quadraten dieser Formen 9, 


herrscht eine lineare Identitait. Construirt man sechs 
weitere Paare, die Funktionaldeterminanten der 9,, 
so stellt jedes Paar go, mit den drei dieser wet 
teren Paare, die den Index & nicht enthalten, 
wiederum die Doppelelemente von vier projek- 
tivischen Beziehungen dar, die drei gemeinsame 
Paare besitzen. Oder kiirzer: zu vier projek- 
tivischen Beziehungen mit drei gemeinsamen 
Paaren gehéren noch vier Gruppen von vier Be- 
ziehungen derselben Art. Jedes Doppelelemen- 
tenpaar tritt zweimal auf, so dass es deren im 
Ganzen zehn giebt. 

Die finf Doppelelementenpaarquadrupel ent- 
sprechen den Keken der fiinf Tetraeder des 
Bild-Pentaeders der Involutionen vierter Ord- 
nung mit gemeinsamen Doppelelementen ete. ete. 

Zu den drei (einfach unendlichen) Schaaren 
von projektivischen Beziehungen mit drei festen 
Doppelelementenpaaren ®, 9, 9, gehért stets noch 
eine vierte mit dem Doppelelementenpaar 9,. 

Dann giebt es drei bestimmte Paare (a, b)= q,, 
so dass jede der vier Beziechungsschaaren eine 
Beziehung aufweist, der diese drei Paare als 


Klementenpaare zugehéren ete. etc.% 


158. Im Folgenden soll die ‘Transformation T in direkte 


Verbindung mit dem Schnittpunkttheorem einer Curve R (6): 


gebracht werden. Diese Verbindung ist schon implicite im 
Satze (8) enthalten. 


Denn es ist bekannt, dass die in Bezug auf ein Kegel- 


el ow eae ey ees oa ai 
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schnittbiischel conjugirten Punktepaare nichts anderes sind, 
als die Punktepaare einer ‘Transformation T, deren Einheits- 
punkte in den Basispunkten *) des Biischels liegen und deren 
Fundamentaldreieck das gemeinsame Polardreieck des Biischels 
ist; und umgekehrt lisst sich jede ein- eindeutige, involu- 
torische, quadratische Transformation in dieser Weise auf- 
fassen. Wir nennen sie kurz die Transformation des Biischels. 
Dann kann man Satz (8) auch so aussprechen: 


B,) ,Hs sei irgend ein Kegelschnittbiischel 
gegeben und damit seine Transformation T. Sei 
dann ¢ irgend ein auf dem Bischel ruhender Kegel- 
schnitt, so sind die simmtlichen Punktepaare 
von T ersetzbar durch die simmtlichen Gegen- 


ecken aller (©”) o umschriebenen Polvierseite 
des Bischels. 
Wird 9» zum Normkegelschnitt gewihlt, so ist umge- 
kehrt ein solches Biischel durch 
(yma Onn 20 
und die Transformation T durch 
(6) a, =0, 6,=0 
dargestellt. 
In der That werden ja die Formen (6), wenn man die 
s, durch die beiden Reihen o, o, 5,; t t, t, ersetzt, zwei 
in diesen Reihen bilineare symmetrische Formen, die durch 
ihr Verschwinden immer eine Transformation T*‘) feststellen. 
Wir denken uns die Ebene des Biischels (oder auch 
“von ~) zunichst als eine ganz beliebige, mit der der Curve 
_R nicht sich deckende. 
159. Wihlt man das Polardreieck des Biischels zum 


+ 


*) Wir nennen daher umgekehrt das Biischel das_,Einheitsbtischel 
yon T“, seine zerfallenden Kegelschnitte, wie gewdhnlich, die ,»Hinheits- 


geradenpaare von I. 


OS EAN On eo ie a 
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=~ 


Coordinatendreieck, so ist die Transformation T immer in = 
der canonischen Form darstellbar 

(16) px, y, =v, (+= 9, 1, 2) 
wo die y, noch beliebige Constanten sind. 


Dann ist die Gleichung fiir das Paar der durch den 
Punkt (v7, = #, = 0) gehenden Einheitsgeraden von T 


(17) ax Vio anee = 0. 


Da der Kegelschnitt 9 
. (18) ui =0 
auf dem Einheitsbiischel von T ruhen soll, so gelten die 
Relationen: | 
a 
(19) oa, =v, oder = —: 
a k 

x) ,Die ganze Schaar der nach Satz B) zu 
einer indercanonischen Form gegebenen Trans- 
formation T (9) gehérigen Kegelschnitte o ist 

dargestellt durch 
(13)9= (U2 Vv UV + UV) 2m, Wo 20,,U, U+-2a,, UU, —=0, 
wo die @ variabel sind.* ~~ 

Mithin ist die Gleichung des vom Fundamentalpunkte 
(«= 0, %, = 0) an einen Kegelschnitt ~~ (18) gebenden 

‘Tangentenpaares: ie 
(ZO) (22 Vo iO eS oe es yee), 

Wegen der Bedingung (12) ist dieses Paar zum Kin- 
heitsgeradenpaar (10) harmonisch. 

Wir nennen diejenige Strahleninvolution (zweiten Grades). 
des Fundamentalpunktes, fiir die seine Kinheitsgeraden Doppel- 
strahlen sind, ,die Hauptinvolution des Punktes*, sowie einen 
-Kegelschnitt © einen ,Grundkegelschnitt von T“ und haben *): 


*) Andrerseits sagt Satz y,) jetzt aus, dass jeder Kegelschnitt, fiir den die. 


Kinheitspunkte von T ein Polviereck bilden, ein Grundkegelschnitt von 
T ist und umg. 
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a) Die zwei Bedingungen, denen ein Grund- 
kegelschnitt g einer Transformation T zu g e- 
ntigen hat (nemlich auf dem HEinheitsbtischel 
von T zu ruhen) lassen sich auch dahin angeben, 
dass die von den Fundamentalpunkten von T an 
¢ gehenden Tangentenpaare den bez. Haupt- 
involutionen angehéren.é 


Ist dies daher fiir zwei.Paare der Fall, so auch fiir das 
dritte, wie bekannt. Umgekehrt folgt aus Obigem sofort, 
dass bei beliebigem Grundkegelschnitt (11) und bei 
beliebigem Fundamental- (und Coordinatendreieck) die be- 
ziigliche Transformation T die folgende ist: 

CAL) e patecy ha 1a, | 

160. Die Construktion des einem gegebenen Punkte 
vermége einer ‘Transformation T entsprechenden Punktes ist 
bekannt, dagegen mége hier mit Beniitzung der Sitze Nr. 49 
ef. auch Nr. 125, 127, 1386 eine andere Eigenschaft eines 
Punktepaares von T zur Sprache kommen. 

Die Elemente eines solchen Paares bestimmen immer - 
ein einem Grundkegelschnitt @ umschriebenes Polvierseit des 
Einheitsbiischels (fiir das sie zwei Gegenecken sind). Daraus 
folgt: 

w) ,Greift man irgend einender Grundkegel- 
schnitte » einer Transformation T heraus, so 
bestimmen zwei vermége T sich entsprechende 
Punkte(vermége ihrer Tangenten an @) ein 9 um- 
schriebenes Vierseit. 

Dann ruht der diesem Vierseit einbeschriebene 
und auf » ruhende Kegelschnitt zugleich auf 
dem ganzen Hinheitsbiischel von T, Oder: 

Denkt mansichnur den einen Punkt gegeben 
vf an 9), so giebt es einen 
bestimmten Kegelschnitt, der ¢, ¢, beritihrt und 


(mit den Tangenten ¢ 
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auf @ und dem Hinheitsbtischel von T ruht. Die 
zwei weiteren Tangenten, die dieser mit? gemein 
hat, treffen sich in demdem gegebenen vermége 
T entsprechenden Punkte. ete.“ 

161. Nunmehr gehen wir zur Ausfiihrung des Nr. 158 
angeregten Gedankens. Vermége der Gleichungen (7) (8) 
repriisentirt jedes Punktepaar von T, bezogen auf einen Grund- 
kegelschnitt g, oder auch jedes g umschriebene Polvierseit 
des Ejnheitsbiischels von T ein Punktquadrupel einer Curve 
R (mit dem Schnittpunkttheorem (8)) auf gerader Linie. 

Jeder Fundamentalpunkt von T bildet mit einem _be- 
liebigen Punkt der gegeniiberliegenden Fundamentallinie ein 
Paar von T, mithin sind, wenn von den Fundamentalpunkten 
die Tangentenpaare (a, B.) an ~ gehen, dies die Argumenten-_ 
paare der drei Doppelpunkte *) von P. 

Umeekehrt ist bekanntlich bei beliebiger Annahme dieser 
drei Paare eine Curve R (nebst allen collinear in sie iiber- 
fiihrbaren) véllig bestimmt, wie es im Einklang mit der 
Schlussbemerkung von Nr. 159 sein muss. 

Dagegen treffen jetzt die Seiten des Fundamentaldreiecks 


*) Dies erhilt seine Bestiitigung durch die an Nr. 55, 115 ankntipfende 
Ergiinzung. Die Kinheitsgeradenpaare schneiden aus dem Kegelschnitt 9 
harmonische Quadrupel aus, mithin sind die letzteren durch die Gleichung 
dritten Grades in & (cf. Formel (7)): 

J(q + kb) = (0 
bestimmt. Sei ky eine der Wurzeln, so ist nach Friiherem 
j (a, + hk, >) = A (A — 2) + B QB)! 
wo a, B das zu den beiden Paaren, die die Geraden des beziiglichen Ein- 
heitspaares aus 9 ausschneiden, harmonische Paar ist d, h. das von ihrem 
Doppelpunkt (Fundamentalpunkt von T) an © gehende Tangentenpaar. 

Dann aber lautet die beziigliche Gleichung des Schnittpunkttheorems 
der Curve P (cf. Formel 6)): 

A (\;—2) (ga) Ay —2) Qy—a) + BQ,—B) Q,—B) Ay—f) O,—8) = 0 


woraus wiedcrum hervorgeht, dass a, 8 ein Doppelpunkt der Curve P ist. 


\ 
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— den Kegelschnitt gy in den drei Paaren (a, 0), die auf 
der Curve F den Berithrungspunkten der von den Doppel- 
punkten an sie gehenden Tangenten zugehiren. 

Die vier Einheitspunkte von T repriisentiren, auf y be- 
zogen, die Argumentenpaare der Doppeltangenten von R 
und die sechs Punkte J auf y, in denen ein Kinheitskegel- 
schnitt  berithrt, die Wendepunkte von R. 

162. Wir haben bisher mit zwei ganz verschiedenen 
Transformationen T zu thun gehabt, einmal die, durch die 
eine Curve # in einen Kegelschnitt iiberging (und die noch 
zwei Parameter enthielt): zweitens diejenige, die das Schnitt- 
punkttheorem einer Curve P auf eine beliebige Hbene ab- 
bildete mit Hiilfe eines beliebigen Kegelschnitts ¢ und eines 
beliebigen Fundamentaldreiecks (wodurch sie dann aher ein- 
deutig bestimmt war). 

Wir lassen nunmehr die beiden Ebenen von 
T zusammenfallen (und denken uns in dieser Ebene 
die Curven & und P), ferner aber auch beide Trans- 
formationen T und zugleich beide Kegelschnitte. 

In der That sind die beiden Parameter der ersten 'Trans- 
formation so bestimmbar. Bekanntlich sind die drei Tan- 
gentenpaare von den Doppelpunkten einer Curve f an die- 
selbe zugleich solche eines bestimmten Kegelschnitts X. 

Von einem Doppelpunkte A, geht somit einmal ein 
solches Tangentenpaar (a, b,) aus: zweitens das Geradenpaar 
nach den beiden andern Doppelpunkten A, A,. 

v) , Wir wihlen fiir jeden Doppelpunkt das- 
jenige Geradenpaar zum Einheitsgeradenpaar 
(der Transformation T, durch die # in einen 
Kegelschnitt K tbergeht), das zu den beiden 
angegebenen Paaren harmonisch ist. Dann geht 
die Curve & gerade in den Kegelschnitt & tiber.“ 


In der That ist diese Bestimmung méglich, und zwar auf 
i7* 


. 
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nur eine Art. Denn zum Geradenpaar A, 4,, A, A, muss 


das Einheitsgeradenpaar a priori harmonisch sein: die drei 
Restbedingungen kommen aber wegen Satz (A) auf nur ZWwel 
zuriick, 

Dieser Kegelschnitt K ist daher sowohl das Bild der Curve 
R vermége der so bestimmten ,Grundtransformation T%, als 
zugleich fiir diese ein Grundkegelschnitt. 
Er heisse daher auch der ,Grundkegelschnitt gy der 
Curve R*. 

Soll nun diese Transformation T zugleich das Schnitt- 
punkttheorem der Curve R# darstellen, so folgt: 

mt) ,»Die Curven R und P sind durch T ein- ein- 
deutig*) auf einander bezogen und zwar haben 
sich fiir beide die drei Paare (a, 6.) und die drei 
andern (a, b.) vertauscht.¢ 

163. Die Beziehung zwischen den beiden Curven R, P 
soll jetzt mit Hiilfe des Kegelschnitts gy niiher angegeben 
werden. Es ergeben sich so eine Reihe von Siitzen **) fiir den 
Grundkegelschnitt einer rationalen Curve vierter Ordnung. 

Dieser Grundkegelschnitt dient jetzt zu- 
gleich als Normkegelschnitt, sodass die Bezeich- 
nungen ,Punkt (A, A,), Gerade (0, J,)* vollig deutlich sind. 


ny “7 Ss 10° 1 Ave. . nia 
Nun entspricht irgend einer Tangente von P (AA 71, 1,) 


.*) Da dann zwischen den Parametern beider rationalen Curven 
eine bilineare Beziehung (Projectivitiit) herrscht, so hat man beilaufig 
den Satz: 

ys giebt cine bestimmte projektivische Beziehung, die irgend drei 
Klementenpaare in ihre beztiglichen Funktionaldeterminanten iiberfiihrt.“ 

Die Art und Weise, wie sich die einzelnen Faktoren dieser drei 
Formenpaare entsprechen, folgt daraus, dass einem Umlauf der Curve R 
ein bestimmter Umlauf der Curve P entspricht. 

**) Bei ihrer Ableitung kénnte man sich auch auf die Betrachtung 
der Transformation T allein beschriinken, da diese ja die der Curve P 
ersetzt, 
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ein vollstindiges (@ umschriebenes) Vierseit von T, fir das ein 
Paar Gegenecken aus den Punkten (AA) (7, 7.) besteht. Die 
den Punkten von » vermige T entsprechenden Punkte durch- 
laufen die Curve R: d.h.: die Beziehung zwischen R und P 
{gemiiss Satz (z)} gestaltet sich genauer so: 

m,) ,Die Punkte der Curve R (auf 9 bezogen) 
reprisentiren die Restpunktepaare der Tan- 
genten der Curve P undumgekehrt (und reciprok, 
wenn man die Punkte von P auf ihren Grund- 
kegelschnitt beziehen wirde).¢ 

Dies wende man auf die Doppeltangenten von P an. 
Dann entsprechen diesen einmal vier Punktepaare auf R, 
andererseits vier Punktepaare auf » (und zwar gehen vermige T 
die Elemente jedes Paares in einander tiber). Demnach setzen 
diese vier Paare die Schnittpunkte von A und ¢ zusammen: 

Tx » Die acht Schnittpunkte einer beliebigen 
Curve & mit ihrem Grundkegelschnitte theilen 
sichinvier Paare gy, der Art, dass die vier Punkte 
yp, (auf p bezogen) die Hinheitspunkte der zur 
Curve gehorigen Grundtransformation T sind.‘ 

Die Eigenschaften der Hinheitspunkte von T liefern eine 
Reihe von specielleren Sitzen fiir A, die hier unterdriickt 
werden kénnen. 

- Wir gehen weiter zu den Wendetangenten von P. 

Nun ist es bekannt, dass eine beliebige Gerade von zwei 
Kegelschnitten des Einheitsbiischels beriihrt wird und dass 
die Beriihrungspunkte stets ein Paar der ‘Transformation T 
bilden. : 

Da aber den Wendepunktsargumenten w auf P die Doppel- 
elemente der auf ¢ durch das Kinheitsbiischel ausgeschnittenen 
Involution entsprechen, so gilt: 

T,) ,Gegeben sei irgend eine Curve h. Dann 


giebt es sechs Kegelschnitte des EHinheitsbi- 
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schels ihrer Grundtransformation T, die ihren 
Grundkegelschnitt 9 (inden Punkten w) berthren. 


Die Tangenten vonginden Punktenw werden 
von sechs weiteren Kegelschnitten des Hinheits- 
biischels noch an einer andern Stelle berthrt 
(inden Punkten W). 

Diese Punkte W liegen wieder auf der 
Curve R&R.‘ 

Die sechs weiteren, von den Punkten W an ¢ gehenden 
Tangenten besitzen die Argumente 7 der Restpunkte der 
Wendetangenten von P. 

m,) Diese Tangenten r von ¢ bertihren aber 
die Curve R in den Punkten W, wie jetzt gezeigt 
werden soll. 

Es giebt zwélf den Curven R und ¢ gemeinsame Tan- 
genten. Zu diesen kommt man so. 

Eine beliebige Tangente t von ¢ treffe R in den Punkten 
(tH,) (tH,) (Ty) (Tp,), dann sind andrerseits die die Rest- 
punkte der vier Tangenten, die vom Punkte t der Curve P an 
sie gehen. ; 

Nun fallen von den vier » d.h. von solchen vier ‘T'an- 
genten nur in folgenden zwei Fiillen zwei zusammen; wenn 
der Punkt t von P: . 

Erstens ein Doppelpunkt (a, resp. b.), 

Zweitens ein Restpunkt 7 einer Wendetangente w ist. 

Im letzteren Falle fillt auch der Restpunkt p einer solchen 
Tangente mit dem Wendepunkt w zusammen. 

Mithin sind die gemeinsamen Tangenten von R und 9 
(einmal die drei Tangentenpaare a, b., die von den Doppel- 


punkten ausgehen und diese dienten ja gerade urspriinglich 
zur Bestimmung von ¢: andrerseits) die sechs Tangenten 7, — 
die # in den Punkten (r, w) beriihren. Dies ist aber Satz (x,). 


164, Es erhebt sich jetzt die allgemeine Frage; 


x 
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3 _ Welche Higenschaft haben drei Punkte auf R resp. P, 
_ die drei andern auf P resp. R in gerader Linie liegenden ent- 
sprechen ? 

Erst nach Beantwortung dieser kann man die Frage nach 
der Beziehung beider Curven als im Wesentlichen erledigt 
ansehen. 

Der erste Fall ist der einfachere. 

Man nehme drei Punkte i,,A,,, auf der Curve P in 
gerader Linie an. Ihre Tangenten an P schneiden drei Rest- 
punktepaare aus; die diesen (nach Satz x,) entsprechenden 
Punkte der Curve & werden gesucht (deren Bildpunkte auf 
g eben die Argumente 4,, A,, A, besitzen). 

Dann miissen die Tangenten 1,, A,, A, von ¢ Seiten eines 
¢ umschriebenen Polvierseits des Einheitsbiischels (von T) sein 
(cf. Satz 8). 

Dies liefert mit Hiilfe des Satzes (1) den folgenden: 

e) ,Drei PunktenvonP auf gerader Linie ent- 
sprechen gunichst-auf go drei Punkte,* deren 
Tangenten (an ¢) *ein solches Dreiseit bilden, 

dassihmein Kegelschnitt einbeschrieben werden 
kann, der auf » tnd dem Hinheitsbischel ruht 
(undumgekehrt). 

Die diesen drei Punkten von » vermége T 
entsprechenden Bildpunkte auf R sind die ge- 
suchten, den bez. Punkten von P entsprechenden.* 

165. Zweitens betrachte man drei Punkte p.,, 4,, », von 
R auf gerader Linie. Trifft diese g in dem Punktepaar y,, 7, 
so gehdren die drei von den gegebenen Punkten an ¢ 
gehenden Tangentenpaare der Involution (aweiten Grades) 
mit den Doppelelementen 7,, 4, an. 


e,) »,Vemnach suche man auf P solche drei 


Punktepaare, die Paare einer auf P gegebenen 
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Involution (y,,%,) sind und deren bez. Verbindungs- 


geradenausserdem P berihren. Die Beritthrungs- 
punkte entsprechen dann den auf R gegebenen 
drei Punkten p, p,, 1, (und umgekehrt).® 


Demnach reducirt sich die Erledigung unserer Frage 
auf die Untersuchung einer auf einer Curve P gegebenen 
gewohnlichen Involution d. h. genauer der Verbindungs- 


geraden ihrer Punktepaare auf P. 


Da eine Gerade die Curve # in vier Punkten trifft, so 
haben wir zuniichst: 

o) ,lst auf einer Curve Pirgend eine gewéhn- 
liche Punktinvolution gegeben, so giebt es vier 
Tangenten der Curve, die ein Punktepaar der 
Involution (als Restpunktepaar) aus P aus- 
schneiden.‘ 


Die weitere Untersuchung der von den Verbindungs- 
geraden aller Punktepaare der Involution (auf P) umhiillten 
Curve wiirde mer zu weit abfiihren; es mége geniigen, das 
Hauptresultat, dessen Beweis sich ohne prinzipielle Schwierig- 
keiten mittelst des Schnittpunkttheorems von P fiihren lasst, 
hier anzufiihren. 


5,) »,Gegeben seiaufeiner Curve P die Punkt- 
involution mit den Doppelelementeny,, 4, Dann 
umhillen die Verbindungsgeraden der Punkte 
paare der Involution eine rationale Curve dritter 
Klasse lL. 

Diese berithrt die Curve P ansechs Stellen (d). 

Die beziiglichen Tangenten an P haben die 
Wigenschaft, dass der Beriihrungspunkt mit 
einem der Restpunkte ein Paar der Involution 
bildet. 

Die Punkte (d) sind zugleich diejenigen von 
P, fiir die die sie mit dem in der Involution ent 
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sprechenden Punkte verbindende Gerade zu- 
sammenfallt mit einer der beiden, fiirdie vonden 
drei Restpunkten zwei ein Paar der Involution 
bilden. 

Ausserdem hat die Curve I noch die vier aus- 
gezeichneten Tangenten des Satzes (a), sowie die 
beiden Tangenten 7,, 7, an P mit P gemein. 

Desgleichen hat die Curve [noch vier Punkte 
Pmit P gemein, fiir die die beiden von Pausgehen- 
den und ein Punktepaar der Involution (das P nicht 
enthalt) ausschneidenden Geraden coincidiren. 

Auf diese Weise setzen sich die 16 gemein- 
samen Punkte und die 18 gemeinsamen Tangenten 
zusammen, wasdasSchemaerliutert: 

16=2.6+4+ 4 

18 =2.6+442. 
Es giebt eine Doppeltangente der Curve I, dieaus 
P zwei Punktepaare der Involution ausschneidet. 

Dementspricht, dassdie Gerade (y,, y,) der T- 
Ebene von zwei Kegelschnitten des Hinheits- 
biischels berithrt wird, und daher die Beriihrungs- 
punkteein PaarvonT bilden.‘ 

Die Beziehung zwischen den beiden Curven P und List — 
aber einer hédchst merkwiirdigen Umkehrung fihig, auf die 
ich an andrer Stelle mal niher einzugehen gedenke und die 
hier nur folgendermaassen angedeutet sein soll. 

Da die Curve I rational ist, so lisst sich auch auf 
ihr ein Parameter A in bekannter Weise ausbreiten. Dann 
gilt der Satz: 

o,) ,Hs giebt eine bestimmte symmetrische *) 


Verwandtschaft zweiten Grades (a, = 4,, 


*) Daher kann man die Form (22) auch so schreiben, dass sie als 


yom zweiten Grade in den Groéssen (A-+p), (Ay) erscheint. 


area i Oe a eh eee 
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(22) 2? (Gy BE Gy, PoE Hq) + A (4), eta, p+ a, 
ty (Ay, ye ein a, [ xe Ay) 0 0, 


die auf die Tangenten von I angewandt, als 
Schnittpunkte der der Verwandtschaft ange- 
hérigen Tangentenpaare (A, p) wieder riickwirts 
die Punkte der Curve P erzeugt. 

Geht man umgekehrt von einer beliebigen 
rationalen Curve dritter Klasse I nebst einer 
beliebigen symmetrischen Verwandtschaft (22) 
auf ihr aus, so gelangt man so zu einer Curve P, 
fiir diees dann wieder eine bestimmte Involution 


(23) a, fa, At p) +o Ap =O 
giebt, vermége deren man nach Satz a,) wieder 
zur Curve I zuriickgelangt.“ 

166. Zum Schluss runden wir unsere allgemeinen Be- 
trachtungen iiber das Verhiltniss der Curven R und P dahin 
ab, dass wir letzterer, deren Lage bis dahin ganz irrelevant 
war, eine canonische Lagenform geben. 


t),Man kannals Curve P (deren Schnittpunkt- 
theorem mit Hiilfe des Grundkegelschnitts @ zu- 
gleich die Transformation T darstellte) diejenige 
Klasseneurve P nehmen, die aus dem Grund- 
kegelschnitt der Curve R, als Klassenkegel- 
schnitt aufgefasst, vermége der zuT genau dua- 
listischen Transformation T’ hervorgeht.¢ 

In der That erhiilt man dann eine Klassencurve P, 
deren drei Doppeltangenten die Argumentenpaare (a, 6.) und 
deren Restpunktepaare die Argumentenpaare (a, 8.) erhalten, 
was gentigt, um sie. statt der urspriinglichen Curve P zu 
substituiren. 


Dann kann man das Verhiiltniss zwischen den Curven 
R und P so formuliren; 
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. y) ,lst in einer Ebene ein Dreieck und ein 
beliebiger (nicht zerfallender) Grundkegelschnitt 
~ gegeben, so ist damit sowohl die Punkttrans- 
formation T gegeben, vermége dereng in die Curve 
A, als auch die Geradentransformation T’, ver- 
mége deren g in die Curve P iibergeht. 

“Dann stellt irgend ein Punktepaar von T 
(bezogen auf 9) ein Tangentenquadrupel von P 
mit gemeinsamem Centrum und irgend ein Ge- 
radenpaar von T’ (bezogen auf ) ein Punkt- 
~quadrupel von R auf gerader Linie dar. 

Speciell reprisentiren die Punkte von R die 
Resttangentenpaare der Punkte von P und die 
Tangenten von P die Restpunktepaare der Tan- 
genten von £&.4 

Oder ktirzer: ;Die Punkte von & resp. die: Tan- 
genten von P reprisentiren, auf 9 als Normkegel- 
schnitt bezogen, das Schnittpunkttheorem von P 
TOS Piste. : ; 

167. Auf die grosse Zahl der besondern Fiille, in denen 
die Curven Ff, P specielle Singularitiiten aufweisen, soll hier 
nicht niher eingegangen werden: nur ein Fall von beson- 
derer Wichtigkeit mége zur Sprache kommen, um die Be- 
trachtungen der Nr. 33, die damals von der Projektion einer 
cubischen Raumcurve auf eine Ebene zuerst auf die qua- 
dratische Transformation der dort erwihnten Natur fiihrte, 
jetzt in ein helleres Licht zu stellen. 

Besitzt nemlich die Curve P eine dreifache Tangente 
(cf. iiber die dazu nothige Bedingung pg. 184), so ist der - 
Grundkegelschnitt » dem Fundamentaldreieck einbeschrieben 
(u. umg.), dann geht die reciproke Curve A in eine solche 
mit drei Spitzen iiber. 

’ In diesem Falle (und nur in diesem) existirt ein ¢ um- 
schriebenes Poldreiseit des Einheitsbiischels, Die Einheits- 
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geradenpaare werden unbestimmt, wie ja auch daraus folgt, 
: : OA Be Des _ . 
dass die Coefficienten von w,, w,, u, in der Klassengleichung 


von ~ verschwinden (cf. Formel 21). 

Mithin ist die Transformation T erst nach Annahme 
eines beliebigen ihr angehérigen Punktepaares *) bestimmt. 

Wiihlt man als solches den sich selbst entsprechenden Punkt, 
der den drei Verbindungsgeraden der Dreiecksecken mit den 
Beriihrungspunkten der Gegenseiten angehért, so ist man 
damit genau auf die Transformation der Nr. 33 ge- 
kommen. 

Construirt man fiir jede Ecke zu der bez. Verbindungs- 
geraden (in Bezug auf das Paar der bez. Dreiecksseiten) den 
vierten harmonischen Strahl, so sind die Eckpunkte dieses 
neuen Dreiecks die drei weiteren Einheitspunkte von T. 

Derjenige Kegelschnitt ,, der diese drei vierten har- 


monischen Strahlen in den Ecken des Dreiecks beriihrt, ist 
*) Besitzt die dreifache Tangente von P die Argumente a, 8, y 
und wird 


GQ=%,) G-2,) U=’,) OS ay 


gesetzt, so hat das Schnittpunkttheorem von P die Form (ef, Nr. 113): ; 
Py Ye) + py, YB) + ps (x)= 0 
qT) (a) -p ve vB) + 73 Uy) = 0. 

Der Willkiirlichkeit der Gréssen (pq); entspricht die Willktirlichkeit 
des fiiv T noch anzunehmenden Punktepaares. Zwischen diesen Gréssen 
und den Constanten v der Transformation T bestehen drei bilineare Be- 
ziehungen, 

Trotzdem der Grundkegelschnitt © fiir die Transformation T der 
Nr. 33 eine specielle Lage hat, so erkennt man doch leicht, dass sich 
jede andere Transformation T auf sie (mit Hiilfe einer speciellen Col- 
lineation) zuriickfiihren lisst, denn es gilt der Satz: 


»Die allgemeinste quadratische ein- eindeutige, aber | 


nicht involutorische Transformation der Ebene lisst sich 
immer zusammensetzen aus jener speciellen Transformation 
T und einer allgemeinen Collineation.« 

Dieser Satz liegt der Nr. 34 implicite zu Grunde, 


it 
Ma 
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“wieder umgekehrt der Grundkegelschnitt einer bestimmten 
Transformation T,, die das Schnittpunkttheorem einer Curve 


P mit drei Wendetangenten (also einer zur Curve R, die 
vermoge I’ dem Kegelschnitt  entsprach, gerade dualistischen) 
darstellt. 

Mit Hiilfe des Satzes pg. 179 formulirt sich das Haupt- 
resultat fiir unsern Specialfall so: 

) ,Die Transformation T der Nr. 33 ist das Bild 
des Schnittpunkttheorems einer Curve P mit drei- 
facher Tangente (af y), fiir die einer der Doppel- 
punkte die Argumente (€ 7) besitzt, die zu (« B y) 
aequianharmonisch sind. 

Sehen wir zum Schluss noch, wie sich der Gang von 
der allgemeinen nicht-involutorischen Transformation JZ’ zu 
der letzterwiihnten Specialtransformation T vollzieht. 

Die erstere ist bekanntlich gegeben durch die Relationen: 
24) ox er ee eas ( ==70L 2) 

PY Uy Aig BB, Fy &, Bish gs 
wo die # resp. y sich auf die beiden verschiedenen Coor- 
dinatendreiecke (zweier als verschieden gedachter, sich deck- 
ender Ebenen) beziehen. 

Durch diejenige Collineation, vermdge der die Seiten 
des zweiten Dreiecks in die beziiglichen des ersten hinein- 


fallen, entsteht eine involutorische Transformation T: 


25) pv, = 


wo die k’ noch ganz willkiirliche Constanten sind. 

y) ,Dieser zweifachen Willkirlichkeit ent- 
spricht einmal, dass man als Grundkegelschnitt » 
der Transformationen T (25) der Reihe nach jeden *) 


*) Es mag dabei noch einmal betont werden, dass dann (fiir jeden 


Einheitspunkt) die Coefficienten der Quadrate der w in der Klassengleichung 


ee % #4 -h) = = “Sf es ee 
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dem w-Dreieck einbeschriebenen wihlen kann; in an- 
drer Hinsicht das zweifach ausgedehnte System der 
Collineationen, die bei festem w-Dreieck der Reihe 
nach jeden Punkt der Ebene zum Hinheitspunkt der 


Coordinatenbestimmung machen.“ 


In der That ist bei fest gewiihltem Kegelschnitt » nach 
der oben mitgetheilten Construktion der Einheitspunkt be- 
stimmt und umgekehrt bei fest gewihltem Eimheitspunkt der 
zugehérige Kegelschnitt. 


Werfen wir dagegen einen Riickblick auf die Behandlung 
der Curven R in diesem §., so war das Eigenthiimliche der 
Betrachtungsweise im Wesentlichen folgendes. 


Wir haben friiher (§. 2 ff.), als wir von einer festen, ge- 
gebenen Curve f d. h. ihrer Gleichung px, = ¢,(A) ausgingen, 
die ausser den (11) Constanten der Curve noch drei weitere, 
die der Willkiirlichkeit der Parametervertheilung auf der Curve 
zu Grunde liegen, enthielten, das Schnittpunkttheorem der 
Curve so abgeleitet, dass wir mittelst einer ganz beliebigen 
ulgemeinen Collineation acht Constanten der Curve eliminirten, 
wie dies ja a priori vorauszusehen war, Demnach hingt das 
Schnittpunkttheorem der Curve nur noch von den (drei) ter- 
niren absoluten Invarianten derselben nebst denselben drei 
weiteren Constanten ab, wie die gegebene Parametergleichung 
der Curve. Die Elimination der letzteren ergiebt aber die ab- 
soluten Invarianten des Schnittpunkttheorems, oder nach den 
Entwicklungen des §. 11 die absoluten Invariant-Combinanten 
der Gruppe der Schnittpunktformen. 


Demnach muss es immer méglich sein, mittelst des 
Schnittpunkttheorems und einer ganz bestimmten Oolli- 


jedes Kegelschnitts 9 verschwinden, mithin ihre Verhiiltnisse, die ja nach 


(21) den Verhiiltnissen der &’ gleich sind, unbestimmt, d. h. willkiir- 
lich sind. : 


a 
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ra 


neation umgekehrt zu der urspriinglichen, festen Curve 
(auch ihrer ganzen Lage in der Ebene nach) zuriickzukehren. 


w) ,Dies ist aber im Laufe der Entwicklung in 
der Art geschehen, dass wir das Doppelpunkts- 
dreieck der Curve R zum Fundamentaldreieck der 
durch das Schnittpunkttheorem der Curve be 
stimmten Transformation T wihlten und als den noch 
verfiigbaren Grund- (Norm-) Kegelschnitt derselben 
den Grundkegelschnitt der Curve. Dann ist die ver- 
mige T dem Kegelschnitt » entsprechende Curve R 
gerade wieder die gegebene. 


Der Willkiirlichkeit der Parameterbestimmung 
auf » entspricht vollstindig die der analogen auf R 
und umg.¢ 


Natiirlich ist dies nicht die einzige (cindeutige) Art der 
Reconstruktion der Curve aus ihrem Schnittpunkttheorem: 
man hiitte z. B. auch drei der Doppeltangenten, gerade wie 
oben die drei Doppelpunkte zu Grunde legen kénnen. 

Man sieht, dass bei dieser unserer Auffassung die 11 Con- 
stanten der Curve sich zerlegen in 6 + 5, von denen die 
ersteren auf die Lage dreier Punkte in der Ebene, die letz- 
teren auf die Lage des Normkegelschnitts gehen. 

Auf die merkwiirdigen Beziehungen, die sich fiir die 
rationalen Curven héherer Ordnung (und im Raume etc.) bei 
weiterer Ausdehnung unseres Verfahrens zwischen reinen 
Argumenten- und reinen Lagensiitzen ergeben, gedenke 
ich bei kiinftiger Gelegenheit niher einzugehen. 


Was endlich die schon bekannte Theorie der Curven R 
(bes. vierter Ordnung) angeht, so verweise ich vor Allem aut 
die wichtige Abhandlung des Herrn Brill (Math. Ann. XIJ), 
sowie auf die Arbeiten®®) von Em. Weyr: dagegen betreffs der 
quadratischen Transformation auf die Lehrbiicher wie auf die 


Arbeiten®®) von Rosanes, Aschieri, Battaglini. 


: 6 Wy Wig ie 
i , - . th Z 


em 
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Wir kommen nunmehr zur letzten und wichtigsten Partie 
des zweiten Capitels, die die Involutionen vierter Ordnung auf 
den cubischen Raumeurven von Neuem aufnimmt, um die tief- 
eingreifende Wichtigkeit der ersteren fiir die letztere wenig- 
stens in den Hauptziigen darzulegen. 


Abschnitt IV. 


Die biquadratische Involution auf der cubischen Raum- 
curve. Zweiter Theil. 


8. 28, 
Das Schnittpunkttheorem der A im Raume. 


168. Dieser Theil untersucht des Genaueren die biqua- 
dratischen Involutionen mit (sechs) gemeinsamen Elementen- 
paaren, sowie die sich daran anschliessenden geometrischen 
Configurationen. 

Wir kniipfen wieder an das Schnittpunkttheorem (pg. 230 
Formel Nr.(6)) der Curven Rf an. Man verfihrt zunichst, wie 
bei Aufstellung der H-Kegelschnitte (cf. Nr. 51) und eliminirt A,, 
Dann sind die Elemententripel der dreigledrigen Gruppe (2) 
(pg. 239 ) gegeben durch 


ay“ A, A, i S [4 89% 8, 1% 8,7 9 8p3 4,8 F4,5, +45, 14,8, 

ne fates 3p 5,5, + 4,5, + 5,54) 6,8, +4,s, + O58. 5. | 

=a ye Pe ates +820.5 +53 Po $55 Pas Sy Pig +55 S5Poq 

ce So s,Q os sae Pi) sts 0 33 (Pr eae a) =e Ss 85 (Pu Pys) =0, 
Wows (ab)... 

Aus den zwischen den p, herrschenden Relationen der 


Nr. 155, aus denen man jetzt als linear unabhiingige etwa die- 
jenigen drei aussuche, die den Index 0, 2, 4 resp. nicht auf- 
weisen, folgt: 
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a) Um eine quaternire quadratische Forma 
. . 1 . . . ‘ 
in die Form (1) zu bringen, sind die drei Beding- 
ungen*) erforderlich (u. umg,): 


ee 00 Woy —4a, te wt 4, (2 a, -- 4,,) = 0 = ay 
ele 00 as. aN pelea AG, 4,3) 44,, (4,54 4,.) = OSA, 
Cag a Os Azo (2 O13 -F 4,5) = 0 =Aj 


169. Die ee dieser Gleichungen ist bald zu eruiren. 

Auf die riumliche (cubische) Normcurve NV, bezogen stellt 
(1) eine Fliche zweiter Ordnung H, (oder kiirzer H) dar, 
deren Schnittpunkte mit der Curve durch die Doppelelemente 
der Involution (cf. vorigen §., Formel 4, 10) 

(3) a +h b, =0 
nemlich (4) J=0 
gegeben sind, die andrerseits (cf. Satz 6 pg. 244) die Wende- 
punkte der h 
(5) pa, = 9,(A) 
darstellt, wo die g die zu (3) conjugirte Gruppe zusammen- 
setzen. 

Zu jedem (1) geniigenden Tripel gehért ein weiteres 
Element A,, das mit dem Tripel ein Quadrupel der Gruppe (5) 
bildet, die man durch drei ganz beliebig gewiihlte Quadrupel 
(A) festlegen kann. Dies liefert den bekannten™ Satz**): 

8) ,Die Ecken irgend dreier einer cubischen 
Raumcurve g umschriebenen Tetraeder liegen 
auf einer Fliche zweiter Ordnung H. Dieser 


*) Beispielsweise geht durch resp. Multiplication der gweiten und 
dritten Bedingung mit ayo, resp. (2 a. + @,,) und Addition die Bedingung 
A, = 0 hervor, der unter den p,,-Relationen der Nr. 155 die den Index 1 


nicht aufweisende entspricht; analog durch Multiplication der ersten und 
zgweiten mit 2 yg + Ugg TeSp, Ay, und Addition die andere: Ag == 0b 
aa) Uber dic Erweiterung desselben cf. Kap. HI. Die dualistischen 


Gegensiitze sind tiberail unterdriickt. 


W. Fr. Meyer, Apolaritiit. 18 
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kann man o” solche Tetraeder einbeschreiben 
und zwar ist jeder Punkt der Fliche Eckpunkt 
eines solchen Tetraeders.* 

Nun entsprechen den drei Doppelpunkten der Re (5) 
(«, B.) drei solche Klementenpaare (%, 8,), die mit unendlich 
vielen Paaren Quadrupel der Gruppe (5) bilden d. h. 

6.) ,Die Fliche H des Satzes 6) hat die Hig en- 
schaft, dass drei Axen der Raumcurve (¢, 8.) ganz 
auf ihr liegen.‘ 

Da umgekehrt diese drei Elementenpaare (a, 8.) das 


Schnittpunkttheorem der Curve (5), und somit die Fliche (1) 
eindeutig bestimmen, so folgt: 


6.) ,Soll voneiner Fliche zweiter Ordnung in 
Bezug auf eine cubische Raumcurve der Satz 8) 
gelten, so sind dazu die Bedingungen des Satzes 
6,) nothwendig und hinreichend. 


Diese Bedingungen sind im Falle der Norm- 
curve durch (2) dargestellt.® 


In der That ist ja durch drei Gerade, die sie enthalten 
soll, im Allgemeinen stets eine Fliiche zweiter Ordnung be- 


stimmt. Werden von den drei Doppelpunkten der Vi (5) ein 


resp. zwei resp. drei zu Spitzen, so werden von den beziig- 
lichen Axen der Curve ein resp. zwei resp. drei *) zu Tan- 
genten, Besitat die Curve (5) einen dreifachen Punkt (a, 8, y), 
so wird die Fliiche zum Kegel, fiir den die Axen (a8) (ay) (By) 
Kanten sind, Der doppelt unendlichen Schaar solcher Kegel 
entsprechen die drei homogenen willkiirlichen Constanten (pq) 
(cf. pg. 268 Anm.). Und ihnlich in andern speciellen Fallen, 


*) Auf die letzteren Fliichen, die also drei Tangenten der Curve o 


enthalten, ist schon friiher (pg. 113) aufmerksam gemacht: desgleichen auf 
die allgemeinen Flichen H Nr. 134. 
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170. Von irgend einem Punkte (A, A, 4,), der Flache H 
gehen die drei Axen (A, A.) A, As) A, A,) aus, die aus der 
Fliche drei Restpunkte ausschneiden, deren Verbindungscbene 
nach Satz (8) eine Ebene (A,) der Curve ist. Dann bilden die 
vier A ein Quadrupel der Gruppe (5) d. h. sie geniigen dem 
Schnittpunkttheorem der Curve (5): 

(COE enn CE 

Geht man umgekehrt von einer beliebigen Curvenebene 
(A,) aus, so giebt es noch einfach unendlich viele Tetraeder 
des Satzes (8), die sie als eine Ebene besitzen. 

Die Gegenecken der Ebene (A,) in allen dicsen Tetra- 
_edern durchlaufen die Gerade: 

(7) a AL 0) 

1g eeoee en 
d.i. eine Gerade der Fliiche H. Die Punkte (A, A, 4,) dieser 
Geraden repriisentiren andrerseits die Punktetripel, die in der 
Ebene der Curve R, (5) der Strahlbiischel des Punktes (),) 
aus ihr ausschneidet. Und da es fiir jeden Punkt (A,) der 
Curve R drei Geraden giebt, die ihn mit den Doppelpunkten 
(a, B,) verbinden, so folgt : 

6,) Jede Ebene der cubischen Raumcurve » 
ist eine gemeinsame Ebene von unendlich vielen 
pum- undderFliche H einbeschriebenen Tetra- 
edern. Ihre Gegenecken in denselben durch- 

‘Jaufeneine Geradeder Fliche H. Diese Geraden 
bildendie eine Schaar der Fliche, undzwar die, 
der die drei Axen (a, 8B.) (der Curve g) nicht ange- 
horen. Auf diese Weise sind also die ,,Geraden 
(A,) jener Schaar den Ebenen (A,) der Curve i 
projektivisch zugeordne t. 

Somit schneiden also auf der Curvenebene (A,) die von . 

18* 
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~ 


den Punkten der Geraden (,) an die Curve @ gehenden 


Ebenentripel unendlich viele Dreiecke aus, die dem der 
Ebene (A,) und der Fiche H gemeinsamen Kegelschnitt ein- 
beschrieben sind. 

Von den Ecken eines solchen Dreiccks gehen resp. die 
Axenpaare aus: 

(8) (A, i.) A, A.) 5 (A, X,) (A, As) 5 A, d,) (A, A;) 
die alle in der Ebene (A,) legen. 

Bekanntlich umhiillen aber alle in einer Curvenebene 
(A,) befindlichen Axen der Curve einen Kegelschnitt, den 
Schnitt der Ebene mit der Tangentenregelfliiche der Curve. 
Dieser heisse der Normkegelschnitt*) der bez. Ebene. 


Mithin giebt es in der Ebene (A,) unendlich viele Drei- 


ecke, die ihrem Schnittkegelschnitt mit der Fliiche H ein- und 
dem Normkegelschnitt der Kbene umbeschrieben sind d. h. 
nach der friiheren Bezeichnung (Nr. 51): 


B,) »Jede Ebene der Curve gy trifft die Fliche 


H (des Satzes B) in einem H-Kegelschnitt ihres 
Normkegelschnitts.“ 


*) Mit der doppeltziihlenden Tangente (A) der Curve bildet dieser 
Kegelschnitt bekanntlich den vollstiindigen Durchschnitt der Ebene (A,) 
und der Tangentenregelfliiche der Curve, 

Da z. B. die Ebene s; = 0 der Normeurve von den Ebenen (A) der 
Curve: 


3 


2 
8) == 8 A — 4k +. 89 4 — 8, = 0 


in den Geraden 
’ 
2 2 
Sy A + 8, A+ ey = 0 
getroffen wird, die den Normkegelschnitt 
ee 

4 8) 8) — 8; = 0 
umhiillen, so ist die Bezeichnung ,Normkegelschnitt“ einer Curvencbene 
gerechtfertigt. 
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171. Dies ist aber auch in der That die eigentliche Be- 
deutung der Gleichungen (2). Die erste und dritte zeigen nach 
pg. 99 ohne Weiteres, dass die Higenschaft des letzten Satzes 
den Curvenebenen (0) (0 ) zukommt. 


Andrerseits ist nach beliebiger Annahme der Doppel- 
punktsargumente (a, 8.) der Curve & ihr Schnittpunkttheorem 
eindeutig festgelegt und demnach auch die Fliche (1), der die 
Eigenschaft des Satzes B,) zukommt. Daraus ist ersichtlich, 
dass die Gesammtheit der Bedingungen (2) eine Higenschaft 
von Flache und Curve darstellt, die in quaterniirem Sinne eine 
invariante ist. Da aber die Argumente (0) (©) nur dazu 
dienten , die Curve auf ein passendes Coordinatentetraeder zu 
beziehen, so muss, was von ihnen eilt, auch von jedem andern 
Paar gelten, d. h. es gilt der Satz §,). 

Man kann demnach auch so sagen: Die zweite der Be- 
dingungen (2) sagt, unter Voraussetzung der beiden 
andern, aus, dass nunmehr jede Ebene die Higenschaft der 
Ebene (0) oder (oc) theilt, oder auch, dass nunmehr die 
Gleichung, die fiir irgend eine Fliche zweiter Ordnung I’ 
(a, = 0) die Curvenebenen bestimmt, die sie in einem H-Kegel- 
schnitt ihres Normkegelschnitts treffen, identisch erfillt 
wird. 

Dies soll die Rechnung bestiitigen. 

172. Die Coordinaten eines Punktes einer Normeurven- 
ebene («) sind (cf, Nr. 30): 

(9) ps, = 5, pS, = 45, + 9,, PS, = 9 + %9,, PS, = HO, 
wo die o aus zwei Variabeln A, A, gebildet sind. . 
Die Substitution in die Gleichung der Fliche J’ liefert: 
(10) 9, + 2% 9), a Opes) 
wo 7, = 0 resp. p, = 0 den Kegelschnitt darstellen, der der 
Fliche F’ und den Curvenebenen (0) resp. (7 ) gemein ist 
und % , = 0 alle in Bezug auf J conjugirten Punktepaare, 
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von denen immer der eine Punkt der einen und der andere der 
andern Ebene angehort. 

Variirt «, so erhilt man in Gleichung (10) alle Schnitte 
von F' und den Ebenen der Curve. 

Soll nun (10) zu einem H-Kegelschnitt des bez. Norm- 
kegelschnitts werden, so ergiebt die bekannte Bedingung der 
Nr. 51 nach einiger Rechnung: 


(11) aA +eA +e? A, +aA,+A,= 0. 
Dabei sind die 1 die linken Seiten der Bedingungen 


{(2) (nebst anm.)} und gehen aus den linken Seiten der fiinf 
p,, Relationen (cf. pg. 248) P, (wo in P; der Index 7 nicht aut- 


tritt) mittelst der aus Gleichung (1) fliessenden Relationen 
hervor (und umg.): 


2 at — D.. = —a.: 
(12) Po oa Goo Pris emerge es ies oy P54 XG: 333 
= =? ao = é 
Pos 2 Gy» Pr rhe G99 Po Sorin M539 Pos =2 Qs ri Gy 
See) ae 
Pus Ce aE (t,9)s Pia a Oe AE Moo: 
Nun bestehen nach pg. 273 anm. zwischen den A die beiden 
Relationen : 


(13) f A, (2 Qs a a,,) a A, a4 —— ae Ag =— ? Ae as, 
[A Ay a5, + A, a,,+A,(2a,,+4,,) =2 A, a, 


denen gemiiss (12) die andern zwischen den P correspondiren: 
43" Py Dut Py Py + Py Py = Pa, P, 
PP TL, Pos FP, Voy = Ps Py 
(dabei sind vorliufig die zehn p,, aus denen die P gebildet 
sind, als ganz unabhingige Gréssen zu denken, gerade wie die 
a). Demnach gilt zuvérderst der Satz: 
: é , ‘ ; : 
y) »Es gibt im Allgemeinen immer ein Quad- 
rupel von Ebenen (11) einer cubischen Raum- 
curve, die irgend eine Fliche zweiter Ordnung 


in cinem H-Kegelschnitt (des in der Ebene be- 
findlichen Normkegelschnitts) treffen,¢ ' 
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Aber dieses Ebenentetraeder ist zugleich der Fliche ein- 
beschrieben, wie nun gezeigt wird. 

Durch eine lineare Transformation auf der Curve kann 
man erreichen, dass zwei der vier Wurzeln von (11) die 


Werthe 0, o annehmen. Dann verschwinden A, A, (and, 


somit auch P,, P,) und Gleichung (11) geht wegen der Rela- 


tionen (13) tiber in (wenn a, B homogene Variable sind): 
ay : | 
(14) Rae + 2Baa,.+ 6 a,,) = 0 
woraus in der That sofort einleuchtet, dass, wenn auch drittens 
A, (und damit P,) verschwindet, die Gleichung (11) identisch 
befriedigt wird, was den Satz B,) zur Folge hat. 

,»Dann werden die p, wieder die urspriing- 
lichen Gréssen (ad), und die Flache ist durch (1) 
dargestellt. 

Jetzt verschwinde aber A, nicht. 

Dann sind die Coordinaten eimes Punktes der Axe (0, o) 
der Curve: 

(13) ps, = 0, ps, = B, ps, = @, ps, = 0 
und demnach die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Fliiche 
F gegeben durch: 
(16) @& Gy +2048 a. 6° i. 
Die Vergleichung mit (14) beweist die aufgestellte Behauptung 
und wir haben somit: 

Y) »Hs giebt im Allgemeinen immer ein ein- 
ziges einer cubischen Raumcurve gum- und einer 
Fliche zweiter Ordnung fF einbeschriebenes 
Tetraeder (11). 

Die Ebenen desselben treffen F# in einem 
H-Kegelschnitt ihres Normkegelschnitts. Giebt 
esnoch eine fiinfte Ebene mit gleicher Higen- 
schaft, so erfreuen sich ihrer auch alle Ebenen 
der Curve. Dann giebt es auch gleich doppelt 
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unendlich vieleder Fliche ein- und der Curve um- ~ 
beschriebene Tetraeder. 

Dann verschwindet die linke Seite von (11), 
eine simultane Covariante*) von Fliche und Curve, 
identisch. 

Dies ist aber nur drei Bedingungen aequi- 
valent, da zwischen den Coefficienten von (11) 
(mit Hiilfe der Coefficienten yon F) zwei lineare 
Relationen bestehen.* 


Dass umgekehrt aus dem ersten Satze von y,) wieder 


Satz y) hervorgeht, ist sofort zu sehen, denn jede Ebene des 
der Curve um- und der Fliche einbeschriebenen Tetraeders 
trifft J” in einem Kegelschnitt, dem ein Dreieck ein- und dem 
Normkegelschnitt der Ebene umbeschrieben ist. Dann aber 
giebt es ja unendlich viele solcher Dreiecke d.h. der erste 
Kegelschnitt ist ein H-Kegelschnitt des zweiten. 


173. Hier bietet sich zugleich die analoge Frage nach 
den Ebenen einer cubischen Raumcurve, die cine Fliche 
zweiter Ordnung J’ in dem F’-Kegelschnitt ihres Normkegel- 
schnitts (d. i. dem den letzteren stiitzenden) treffen. 

Die Anwendung der oft gebrauchten Bedingung auf die 
Kegelschnittschaar (10) liefert: 

(17) at (4,5 — M%) + a8 (43 — a.) + B° (4. — a,,) sath 


oder in den p,. : 


/ 1{ 2 9 1 
(17") S\a° (os 822) + 28 (2%, —20,.) FBP, —3P 99) : 50-0. 
Dies liefert zuniichst : 
6) ,Es giebt im allgemeinen immer cin Paar 


*) Im Falle die Fliiche die Curve stiitzt und aus ihr das Sextupel 
J ausschneidet, ist diese Covariante die einzige biquadratische Covariante 
der Form / vom zweiten Grade in den Coefficienten, die es bekanntlich . 
giebt, 
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(17) von Ebenen einer cubischen Raumeurve, dic 
irgend eine Fliche zweiter Ordnung in einem 
F-Kegelschnitt ihres Normkegelschnitts treffen.% 
yNur wenn die Fliche die Curve stiitzt, giebt es 
unendlich viele (d.s. alle Ebenen der Curve). 


In der That sieht man dies auch so ein. In der ganzen 
der Curve umschriebenen Schaarschaar von Flichen zweiter 
Klasse giebt es eine Schaar, deren Individuen auf der Fliche 
F’ ruben. Sie haben alle eine Raumcurve vierter Klasse 
gemein, die in die gegebene Curve und eine Axe derselben 
zerfallt, Die beiden von der Axe an die Curve gehenden 
Ebenen enthalten je einen Normkegelschnitt. Diese beiden 
Kegelschnitte sind die einzigen uneigentlichen Flichen der auf 
F’“ruhenden Schaar. Dann ruhen sie aber auch auf dem 
Kegelschnitte, den ihre Ebene aus /’ ausschneidet. 

G.<€l ds 

Soll die Gleichung (17) identisch verschwinden, so stiitzt 
nach Friiherem die Fliche #’ die Curve und von jeder Ebene 
der Curve gilt der Satz 6). 


Werden aber die a, den Bedingungen A, = 0 (und damit 
die p, “den Bedingungen P, = 0) unterworfen, so geht die 
Fliche F wieder in die Flache H (1) iiber. 

Dann ist die linke Seite von (17’) (abgesehen vom Faktor 
») die quadratische, bilineare Combinante Q der Schuittpunkt- 
theorems-Involution 

(3) a + ib. =*{) 
d. h. die dritte Ueberschiebung der Formen a,, b,. 


Bekanntlich ist aber nach Gordan®’) eine biquadratische 
Involution (3) in eindeutiger*) Weise bestimmt, sobald 


*) Von diesem Satze geht auch Stephanos aus, Comptes Rendus 


Dee, 1881, 


”-” a”. <? 7 FOF Oe AS. ieee, 4. a ¥..: 
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man neben der ersten Ueberschiebung der Formen a,, }, (d. i. 


ihrer Funktionaldeterminante) auch noch die angegebene qua- 
dratische Combinante kennt. Dies liefert den Satz: 

e) ,Zujederder fiinf Flichenzweiten Grades 
H, diedurch irgend sechs Punkte einer cubischen 
Raumcurve gehen und drei Axen der Curve ganz 
enthalten, gehért ein Ebenenpaar der Curve, 
das die Fliche in einem ihren resp. Normkegel- 
schnitt stiitzenden Kegelschnitt trifft. 

Dies wird dargestellt durch die quadratische, 
in denp, lineare Combinante @ der zugehérigen 


biquadratischen Involution, deren Quadrupel- 
gruppe conjugirt ist zur Gruppe der der Curve 
um-und der Fliche einbeschriebenen Tetraeder. 
Umgekehrt gehiért zu jedem solchen Ebenen- 
paar nur eine einzige Fliche H.* 

Von diesem Ebenenpaar sind noch weitere Eigenschaften 
angebbar. 

Die quadratische Combinante (17’) ist auch definirbar als 
dritte Ueberschiebung der nach @ genommenen ersten Polaren 


»» 0. Andrerseits ist dann (cf. pg. 68) die In- 


variante 7 der Funktionaldeterminante dieser Polaren das Qua- 
drat der Form (17’). 
Nun waren in Satz B, die Geraden (a) der einen Schaar 


der Formen a 


der Fliche H den Ebenen («) der Curve projektivisch zuge- 
ordnet. Die: von den Punkten der Geraden (a) an die Curve 
gehenden Ebenentripel sind gerade durch die cubische Invo- 
lution der angegebenen ersten Polaren dargestellt. Mithin 
liefert deren Funktionaldeterminante bei festem « die vier 


Das Produkt der fiinf quadratischen Combinanten, die mit einer 
gegebenen Funktionaldeterminante die fiinf zugehirigen biquadratischen 
Involutionen bestimmen, ist dann cine Covariante (zchnter Ordnung) der 
Funktionaldeterminante, 


x 
€ 
f 3 
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Tangenten der Curve, die die Gerade («) treffen. Verschwin- 
det die Invariante ¢ derselben, so sind die vier Tangenten 
aequianharmonisch und die Gerade (a) ist im Nulleomplex der 
Curve sich selber conjugirt. Mithin haben wir: 


6.) ,Construirt man die im Nulleomplex der 
cubischen Curve zur Flache H conjugirte, so 
treffen sich beide in zwei Geradenpaaren, von 
denen das eine der einen, das andere derandern 
Regelschaar von Hangehért. Derdie dreiAxen 
(7 8) der Ourve enthaltenden Regelschaar 
(cf. Satz 8.) gehért dasjenige Paar an (das von 
zwei aequianharmonischen Tangentenquadrupeln 


der Curve getroffen wird und) das dem Ebenen- 
paar des Satzes 6) projectivisch zugeordnet ist. 


174. Excurs. Es mége hier die fundamentale Bedeutung 
der quadratischen Combimante (17’) Q fiir die ebene Curve R, 
deren Schnittpunktformen die Involution (3) bilden, einge- 
schoben werden. Dabei werden die von Herrn Brill er- 
haltenen eleganten Resultate eine neue, nicht unwichtige Be- 
leuchtung erfahren. 

Der Satz 6,) spricht sich in der Ebene ohne Weiteres 


sO aus: . 
6.) Fiirirgend eine Curve ee: nP@, = 9,(A)* giebt 
es immer ein Paar von Punkten auf ihr, von 
denen aequianharmonische Tangentenquadrupel 
an sie gehen. Dies ist das Paar Q, wo Q die 
einzige in den Coefficienten der 9, (oder auch in 
den A, (cf. §. 1) lineare quadratische Combinante 
ist, von der der Gordan’sche Satz gilt.® 

Diesem Punktepaar kommt aber eine noch merkwiirdigere 


Beziehung zu: 
- 6.) Das Punktepaar @ ist das von dem Brill- 


- 4 . RO Ae hh oats a ae 
y : 
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schen Wendekegelschnitte der Curve & (d.i.dem_ 
durch die sechs Wendepunkte gehenden) aus ihr 
ausserdem noch ausgeschnittene.* 

Herr Brill hat die Existenz des Wendekegelschnitts in 
der schon erwiihnten Abhandlung (Math. Ann. XII Ueber 
rationale Curven vierter Ordnung*) erwiesen, und in einer 
weiteren Arbeit (Math. Ann. XIII Ueber die Hesse’sche 
Curve‘) den Beweis erheblich vereinfacht, sodass die Rech-— 
nung fast eliminirt ist. Zugleich theilt hier d. H. V. einen 
weiteren eleganten Satz mit (ef. unten), der schon vermuthen 
lisst, dass das in Rede stehende Punktepaar eine tiefere Be- 
deutung fiir die Curve F hat. 

Herr Brill geht von der Hesse’schen Curve der ge- 
gebenen aus, die ja die Wendepunkte ausschneidet (und ausser- 
dem in den Doppelpunkten beriihrt), und zeigt, wie sie in 
den Doppelpunkten, was ihr Verhalten zur Curve betrifft, 
von einer andern, wesentlich einfachern Curve ¢ ,,vertreten“ 


werden kann, woraus dann der gemeinte Satz fliesst. 


Der folgende neue Beweis setzt die Kenntniss der Hesse’- 
schen Curve nicht voraus und beniitzt nur die fiir die 
Curve als rationale charakteristische Form des Schnittpunkt- 
theorems. 

Mit Riicksicht auf die Argumente der Doppelpunkte 
(a, B,) liisst sich, wie bekannt und schon frither pg. 191 bemerkt, 
das Schnittpunkttheorem ersetzen durch die drei (linear ab- 
hiingigen) Seances 

—a,) (Ay —%,) « . . (Ay—a4,) 
ie a0 —B) 
—%,) (%,—a,) (8,— te %,) 

e —B) (8) @—B) 8-8) 

Dann folgt sofort, dass dasjenige fiir acht Punkte der Curve 


auf einem Kegelschnitte so lautet (wo diese drei Gleichungen 
linear unabhiingig sind) 


(1s) | 


== 


(i = 1, 2, 3). 
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(19) Aa)... A —a,) 


A—B)... (A,—8.) 
Vermége der linearen Transformation, die den Doppelpunkt 


(«, B:) zum Doppelpunkt (0, co) macht: 


saat e( bang, (8): 


geht eine der Gleichungen (18) (19) in die kanonische 
Form iiber: 
(21) fy fH P tg = Ty Haat He oe bs — tT 

wihrend die beiden andern Formen in ihrer Gestalt nicht ver- 
andert. werden und, wenn die neuen Argumente der beiden 
andern Doppelpunkte jetzt gale B,) (A, B) lauten, sich so 
schreiben 
(1, —A,) te (1,—A,) pate! 
(1,—B,) Sera (4, —B,) : : 

—A,)...(.—A 
ie ce i Ee 7, 
eB) at as (u3-—B,) 
Andrerseits kann man das Schnittpunkttheorem (18) dann 


auch darstellen durch: 


a, 8, + 0.8, + 0.5, + 0.5, + a, 8, = 0 


(21°) 


(22) : ah 
b. 8, + 0; 8, + 0, S¢-+ 9, 5, + 2,5, = 9 
—a 
wo wegen (21): —“= T, ist. 
On 


Mithin nehmen die we jetzt die Werthe Beans 


*) Mithin nimmt die Funktionaldeterminante der Schnittpunktformen 


vermége (20) die Form an, 
T= Poy + 3 Pog > + 8 (Pos + 2 Ps) ® + (Poy + 8 Ps) 
Ht pay ME 8B Pog MH 8 (Pay + 2 Pog) 
= (a B) BX (ay By) +.8.X (ay D4) +X Gy B — Oy bp) 


; 5 4 
(a; 5,) X — 8 (ay By) 2 — 8 (ay 2,) 2 
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(P12=P 1s Peg 9 Pips Diy Pog = % b., Pos = % bs, 


(23) | 


Dies sind die erforderlichen Hiilfsformeln. Man schliesst 


Pog 0 Og 40g, Pg — Os Pog 0p DP y=— 4,55. 
nun so, 

Dass die Lage der sechs Wendepunkte keine ganz unab- 
hingige sein kann, geht schon aus der Constantenanzahl (= 11) 
der Curve R hervor. Man kann keine Curve & construiren, 
die in sechs beliebigen Punkten Wendepunkte hiitte, da dies 
azwolf Bedingungen ziihlt. 

Nehmen wir jetzt fiir den Augenblick an, die Wende- 
punkte *) (@, . .. ,) ligen in der That auf einem Kegel- 


schnitt, so wiire nach der zweiten Gleichung (21) 


(24) cy == (0, 3...) (1, w=) (pL, De 


b a, 
—_— ; also, da go en Ye 


1 
a, b, a, 


b 
(25) 7, = (14, f,) und demnach 
3 8 


. a, b, 
(26) (4, b,) = —s>- 


Ge 1 


d. h, zwischen den Coefficienten von 


pine Ae . ape : 5 

JH%H+ 6A 154202 +...- 642 44,2 
finden die Relationen statt (ef. Brill Math. Ann. XX 1. ¢.): 

i 2 4: 5 i == — Bi: — 24s — ae. 

Umgekehrt befinden sich daher unter allen Substitutionen (20), die 

irgend eine biniire Form sechsten Grades in diese canonische Form 


bringen, jedenfalls die 3.5 == 15, die den Elementenpaaren (a, B.) der 
1 


fiinf zugehdrigen Involutionen vierter Ordnung entsprechen. 
*) Nach pg. 244 sind sie die Wurzeln der Funktionaldeterminante der 
Schnittpunktformen: 


6 
J = py H+ Poy A> 


. 2 
Andrerseits war Q == (po, — 3 Pyo) +++ (Pog — 8 Pog). 


x eh TEL oo Tes Mit ete aay MN Fada oh 
tie i SS a a 
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Ist aber die Annahme richtig, so muss offenbar das vom 
Kegelschnitt ausgeschnittene Restpunktepaar von einer 
quadratischen Combinante der Schnittpunkt- 
theorems-Involution dargestellt sein. Diese miisste durch 
die auf irgend einen der drei Doppelpunkte beziigliche rans- 
formation (20) in eine soleche Form iibergehen, dass das 
Produkt ihrer Wurzeln den in (26) angegebenen Werth hat. 
Dies leistet aber nur die eine Combinante Q. 


Nachdem man so auf die Form Q gefihrt ist, 
kehrt man den Beweis umund sagt: 

,»VDie hinreichenden und nothwendigen Be- 
dingungen dafiir, dass die sechs Wendepunkte (w,) mit dem 
Punktepaar Q auf einem ‘Kegelschnitt liegen, sind zuniachst 
‘durch die drei Gleichungen (18) gegeben, wenn man fiir sechs 
der acht A die w, und fir die beiden Restargumente die Wur- 
zeln von @ = 0 einsetzt. 

Um leichter zu erkennen, ob die auf irgend einen Doppel- 
punkt (a, 6.) beziigliche der Gleichungen 19) in der That in 
der vorgeschriebenen Weise erfiillt wird, wendet man die 
lineare Umformung (20) an, wodurch die gemeinte Gleichung 
die zweite Form (21) und das lineare Schnittpunkttheorem 
(die erste Form (21) oder) die Form (23) annimmt. 

Dann aber zeigen die Formeln (24) (25) (26) die ver- 
langte Erfiillung. Dasselbe Verfahren wende man auf die 
beiden andern Doppelpunkte an, dann ist der Beweis erledigt.* 

Man sieht, dass ein wesentliches Hiilfsmittel beim Be- 
weise darin besteht, dass einmal von der Form (21), andrer- 
seits von der Form. (23) des Schnittpunkttheorems Gebrauch 


gemacht ist. 
Fast in derselben Weise kann man den zweiten Brill’schen 


Satz beweisen: 
6,) Die sechs Restpunkte der Tangenten 


yon R in den Doppelpunkten liegen mit dem 


a —+— 
ae; +o 
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a 


Restpunktepaar des Wendekegelschnitts auf 
einem Kegelschnitt.“ 

Wie vorher, machen wir vermége (20) einen der Doppel- 
punkte zu (0, oo). 

Die Argumente der beiden andern seien dann (A, B,), 
(A, B,) und die bez. Produkte g,, g.. 

Endlich die Restpunkte der Tangenten in ihnen seien 
respi (ta ?); yy Te Jy att 

Dann sind ihrer Definition nach zuniichst die vier letzteren 
bestimmt durch: 
(20 6) Ars ==15 of BET 2 Cd ee 
also kommt durch Multiplikation : 

(28) (a, a)” pee olin is Oi er da aber: t, = 6, 9:: 

(23) r77 7, = 


y_ aus der zweiten Gleich- 


Andrerseits ergeben sich 7, 7, 


ung (23) 
(29) r SI Lae ot STE res r a 
: Ose b ra 3 
Da endlich nach (25) (pw, p,) (das Produkt der Wurzeln 


3. A 
ist, so folgt: 


von @) gleich t, i 
) 
2 


‘ b b 
80) (F451) Oo 7a) (Ha ta) =O) {pf rg’ = 


Ge Gd, 
Die Formel (28) ist dabei zugleich der Beweis fiir den 
gleichfalls von Herrn Brill angegebenen Satz: 
Die vier Restpunkte zweier der drei Doppel- 
punktstangentenpaare liegen mit den beiden bez. 
Doppelpunkten auf einem Kegelschnitt*).“ 


*) Diese Siitze lassen sich noch mannigfach erweitern, wie folgt: 


Gleichung (30) schreibt sich auch so; 
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175. Wir kehren zuriick zu unserer Fliche zweiter 
Ordnung H (1). 

Denkt man sich in (1) ein Argument « fest, die beiden 
andern beweglich, so stellt (1) einmal die mit dem Punkte a 


der Curve is in gerader Linie liegenden Punktepaare, oder 


(79 Tao) (Hy Pg) = t d. hy : 

»Die zwei Restpunkte eines Doppelpunktstangenten- 
paares liegen mit dem Punktepaar Q und den beiden 
andern Doppelpunkten auf einem Kegelschnitt.* 

Stellt man weiterhin noch die Invariante 7 der Funktionaldeter-~ 


minante der nach « genommenen ersten Polaren von a by auf, so ist 
? 


dies eine Form ae die, = 0 gesetzt, diejenigen sechs Punkte einer Curve 


fi darstellt, von denen harmonische Tangentenquadrupel an sie gehen. 
-Verfihrt man wie im Texte, so wird fiir das Schnittpunkttheorem (23): 
a 


Gf. 4% 4.)8 (a, >4)% 
ER a 6 + O«4+.. 0, 8 +) 6 a® und somit das 


Produkt ihrer Wurzeln 


b.)2 
oe 4 3 
lg =p eae ig) v Fi also wegen (29) ao =j 


Erstens [ (ry) Tw)? == a 

Ferner bestimme man das Restpunktepaar, in dem die Gerade, die 
aus 2 das Paar @ ausschneidet, / noch trifft. Dieses sei (9, 9,). Dann ist 
wegen (26): 
(U7 Bg) (Py Pe) = % mithin 


Somit lautet die erweiterte Gleichung fiir die Punkte wr ae J.) 


3 2 2 ; 3 
FE (ty ts) = F% Te) (0 Pq) = 7 (7) To) (Pf Po) = (ey Pg) =i 


Von den vier darin enthaltenen Sitzen werde etwa der letzte 
betont : 

»Durch die sechs Punkte J auf & (von denen harmon- 
ische Tangentenquadrupel an sie gehen) lege man eine 
Curve dritter Ordnung, die & ausserdem in einem der 
beiden Restpunkte der Geraden Q osculirt. Dann osculirt 


sie auch in dem andern.® ete, 
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auch die die Gerade («) der Fliche H treffenden Axen der — 
cubischen Raumcurve, oder endlich den Kegelschnitt dar, den 
die Ebene («) der Curve aus der Flaiche H ausschneidet. 
Damit ist die projectivische Beziehung zwischen Gerade (a) 
und Ebene («) niher bestimmt. Fallen die beiden variabeln 


Argumente zusammen, so ergiebt sich das vom Punkte @ an 
die R{ gehende Tangentenquadrupel, oder auch das die Ge- 


rade («) von H treffende Tangentenquadrupel der Raumcurve 
oder die Schnittpunkte des Normkegelschnitts der Ebene («) 
mit ihrem Schnittkegelschnitt auf H. 


Nun trafen die beiden Ebenen (Q = 0) die Fliche H in 
einem Kegelschnitte, der sowohl H- als F-Kegelschnitt des 
bez. Normkegelschnitts ist: mithin ist nach einem friiheren 
Satze das Schnittpunktquadrupel derselben aequianharmonisch, . 
woraus mit Hiilfe des eben Bemerkten wieder die Siitze (6,) (6,) 


fliessen. 


176. Eine grosse Menge von weiteren Higenschaften der 
Fliiche H erhilt man unmittelbar aus ihrer Abbildung auf die 
ebenen Curven #: es mégen etwa noch, im Hinblick auf die 
Doppel- *) und Wendetangenten der letztern, die folgenden 
angefiihrt werden: 


¢) ,Die acht Tangenten, die eine Fliche 
zweiter Ordnung mit einer cubischen Raumecurve 
ggemein hat, theilen sich fiir eine Fliche H in 
vier Paare (6, ¢,) derart, dass die vier Bertihrungs- 
sehnen der Fliche Axender Curve sind (und zwar 
die Axen (6, «)). 

Die sechs Tangenten an die Fliche H inden 
Schnittpunkten mit der Curve treffen die Fliche 


*) Mithin fiihren auch alle friiher fiir die Argumentenpaare der 
Doppeltangenten (Wendetangenten) nachgewiesenen Beziehungen zu ent- 
sprechenden Siitzen fiir die Flichen H.- 
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insechs Restpunktenr. Voneinem solchen geht 
immer noch eine einzige Curvenaxe aus, diedann 
zugleich Tangente der Fliche ist.“ ete. 


177. In Fritherem (cf. Nr. 133 ff.) wurde die Hurwitz’sche 
cubische Raumcurve H, = H *) betrachtet, der Ort der Ecken 
von unendlich vielen der Curve ¢ umschriebenen Tetraedern, 
die auf » eine biquadratische Involution bilden. Als letztere 
diene jetzt die der Schnittpunktformen der Curve R, dann 
existirt eine grosse Zahl von eigenthiimlichen Beziehungen 
zwischen }'liche H und Curve H, von denen einige schon be- 
handelt sind. So waren die Tangenten der Curve ¢ in ihren 
Schnittpunkten mit der Fliche H Sehnen der Curve H. 
(cf. pg. 210.) 


Es mége geniigen, hier noch eine wichtige Beziehung 
zwischen Fliiche und Curve H herauszugreifen, die von den 
Doppelpunkten (a, B.) (resp. den auf der F'liche H liegenden 
Axen («, B,) der Curve ¢) ausgeht. 

Unter den Involutionsquadrupeln befinden sich nemlich 
drei von der Form: 


(31) Q—a)* + k AB)”. 
“Passen wir hier fiir:den Augenblick & als variabel auf, so 
tritt uns eine neue Involution vierter Ordnung , aber specieller 


Natur, entgegen. 
Denn ihre Doppelelemente sind pie durch (cf. Nr. 65): 


Ca aCe 
Aus dem Umstande, dass-es zwei Tetraeder dieser In- 


volution giebt, deren Ebenen alle coincidirt sind (in die Ebenen 
(a,) resp. (8,)) folgt sofort, dass die durch die Involution (51) 


*) Nach der jetzigen Bezeichnungsweise hatte man zu sagen: 
,Jede Ebene der Curve 9 trifft die Curve H in den Ecken 
eines ihrem Normkegelschnitt umbeschriebenen Dreiseits.“ 


19 * 
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bestimmte specielle Curve H, mit der Curve ¢ die Punkte, 
Tangenten und Ebenen («,) (8,) gemein hat. : 
Somit gilt der Satz: 
n) »Unter den einer Curve H, ein- und einer 


Curveo umbeschriebenen Tetraedern befinden 
sich drei ausgezeichnete. Jedes derselben ist 


einer weiteren speciellen Curve Jak einbeschrieben, 
die mit der Curve go zwei Punkte, Tangenten, 
Ebenen (%, 8.) gemein hat. 

Die drei Axen (a, 8) bestimmen dann nach 
Satz (B, pg. 274) eindeutig die zur Curve H, gehérige 
Fliche H,, die gindensechs Punkten trifft, deren 
TangentenSehnenvon H, sind. 

Umgekehrt gelangt man so von der FE peek: 15 
zur Curve H,.* 

Dieser ae ist aber nur ein besonderer Fall einer all- 
gemeineren Beziehung zwischen Fliche und Curve H, die 
selbst wieder einer weittragenden Verallgemeinerung (die in 


Kap. II behandelt ist) fiihig ist. Diese gemeinte Beziehung ist 


(zuniichst) in algebraischer Gestalt: 


x) 1. ,Jedes der RIG Truppe: 
(33) Uy Po ea UW, Py at UW, Pe 


angehérige Klemententripel («, 8, y) entspricht einer 
bestimmten Form 
(34) a Q—2)' +d Af) + 6 QA») 
der zu (33) conjugirten Gruppe 
(35) a + kb,, und umgekehrt. 
II. Jedes der Gruppe (35) angehérige Elementen- 
paar (a, 3,) entspricht einer bestimmten (,harmon- 


ischen*) Form: 


By tee te ace? os aS 
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(36) Q—a,)' + h, (A—B,)* 
der zu (35) conjugirten Gruppe (33), und umgekehrt.¢ 

Der Beweis fliesst unmittelbar aus den friiher (mit Hiilfe 
ihrer conjugirten Gruppe) behandelten Siitzen tiber eine 
biquadratische Form f, die wir jetzt in folgenden zusammen- 
ziehen: 

,soll die Form f als Summe von zwei resp. drei Biqua- 
draten linearer Formen A—a, A—8 (resp. A—a, A—B, A—Y) 
darstellbar sein, so miissen die ersten (resp. zweiten) nach den 
zwei resp. drei Elementen «, 8 (y) polarisirten Differential- 
quotienten von f [in Zeichen ,,f’, F’,, F’,, resp. F’,, F,4] ver- 
schwinden und umg.“ 

Daun erledigt sich zunichst Fall I, wie folgt. (Statt 
®, %, P, schreiben wir momentan 9, x, vv.) 

Soll («, 8, y) ein Tripel der Gruppe (33) sein, so geniigt 
es ihrem a apa 


= 0 


an 5 iB B, 


das wiederum zwei Gleichungen nee Form: 
(38) fe 4+  B, ie 0 
eu em 
aequivalent ist. Jedem Tripel «, 6, y der verlangten Art ge- 
hort dann ein einziger Werth » zu und-umg. 
Die Bedingungen (38) sagen aber gerade aus, dass die 
Form 
(39) a + p dy 
in der Gestalt (34) (mittelst der «, 8, y) darstellbar ist. 
Damit ist Fall I bewiesen, und da man den Gang genau 
rii¢kwiirts machen kann, auch die Umkehrung. 
Ganz ahnlich Fall II. Beweisen wir hier z. B. die Um- 
kehrung zuerst. 
Greifen wir irgend ein harmonisches Quadrupel der 
Gruppe (33) heraus, so ist dies darstellbar durch (36): 


4 . er oe Bo a ee, == 
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(86) K, = Q—a)* +h AB) =o 9 +2, X+% ¥. 
Dann aber geniigen a 3 ) den Bedingungen (40) 


DD +0; Xj, US, De [i pea ee 
v ee XxX, belle d.h, der einen X,, x X,,|=0. 
% es ts x +0, Ue =0 v, w, v,, 


Dies ist genau die Bedingung, dass («, B,) ein Elementen- 
paar der Involution (35) ist. 

Und umgekehrt wie bei Fall I. 

q. e. d. 

178. Fassen wir jetzt Fall IL. noch niher in’s Auge. 

Soll eine Form (33) ein harmonisches Quadrupel dar- 
stellen, so muss, anders ausgedriickt, ihre Invariante 7 ver- 
schwinden: 

(41) J(u) + 4%, 9, + % ?,) = 0 =K, 
d.h. die solche Quadrupel aus der Curve R (px, = ¢,) aus- 
schneidenden Geraden umhiillen eine Curve dritter Klasse *) 
kK, (deren mit R gemeinsame 18 Tangenten bekanntlich die 
6 Wendetangenten von &, dreifach geziihlt, sind). 

Andrerseits durchlaufen die Punkte o (wo die o aus «,, B, 
gebildet sind) in der Ebene eines Normkegelschnitts und auf 
diesen bezogen, eine Curve dritter Ordnung H, (vom Ge- 
schlecht 1), deren Punkten nach Friiherem ein- eindeutig die- 
jenigen Sehnen der Raumcurve H, entsprechen, die zugleich 
Axen der Norm- (Grund-) Curve ¢ sind. Dann sagt Satz x) II 
jetzt aus: 

A) »Die Curven K,und H, sind ein-eindeutig 
aufeinander bezogen: und zwar stelltirgend ein 


*) Diese sechs Wendetangenten von & sind dann bekanntlich auch 
die gemeinsamen Tangenten von KX, und demjenigen Kegelschnitt sy, dessen 


Tangenten aus /? aequianharmonische Quadrupel ausschneiden, und dessen 


Gleichung @ (uy) % + %4 %, + Uy %) = 0 ist, 


58 fe. a ee ee ea Mak Ce Ee eS Lo $3 ce a ee eal te sh Fe ed 
Ma aS REET Ee ee ee ye Ee Ry OO NE nat Seo 
sf 
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: Dadra pel der Involution (35) einmal die Gegen- 
ecken eines bestimmten Hesse-Steiner’schen -) 
Vierseits der Curve H,, andrerseits die Gegen- 
seiten eines bestimmten Hesse-Steincr’schen 
Vierecks der Curve Td are 

179. Ehe man die beiden Siitze x) in der Weise des 
Satzes 4) auf die Curven und Flichen H iibertriigt, wird es 
nothig sein, sich iiber die Natur der speciellen Gruppen (34) 
(36) (resp. ihrer H-Bilder) naher zu informiren. Von der 
H-Curve (36) ist eine Eigenschaft bereits im Satze y) nieder- 
gelegt und friiher wurde nachgewiesen, dass es nur noch eine 
Involution giebt: 

(42) A—a,) A—B,) {(A—a,)" + & A—B,))} 
die mit (36) dieselben Doppelelemente (der Form (82)) ge- 
mein hat. 

Wir schreiben statt a, B, y, resp. a,, B, lieber*™)y, y, y, 
resp. Y, Yo: 

Dann ist zunichst leicht zu sehen, wie man von der 
Gruppe (34) zu (36) gelangt und umg. Denn die dreigledrige 
Gruppe (34) enthalt drei Involutionen der Form (86): um- 
gekehrt ist eine Involution (86) noch in einer o “Schaar von. 
Gruppen (33) enthalten: 

(48) A—y,)' + &, Ay.) + h, 9): 

,) ,Das Netz von Flichen zweiter Ordnung, 
die durch die zur speciellen Involution (36) ge- 
horige Hurwitz’sche Curve (H,) gehen, besteht aus 


#) D. h. ein solches, dessen Gegenecken sich in der Hesse-Steiner- 
schen Correspondenz auf der Curve H, entsprechen. 

**) Um keine Verwechslung mit den Doppelpunktsargumenten (a, B, ) 
aufkommen zu lassen, Aus analogem Grunde wird die cubische Covariante 


einer cubischen Form / an dieser Stelle @ (und nicht, wie tiblich @) ge- 


nannt, 


Tit ee > 
Cte 
ey 
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den zu allen *) Gruppen (43) gehérigen Flichen(H,). 
Die entsprechenden ebenen #&-Curven besitzen : 
alle zwei Undulationen (y, y,).* 

Unter diesen Gruppen (43) befindet sich insbesondere 


eine oo ‘-Schaar 


(44) Q—y,)-++ &, Oy)" ++ &, Oy) = 
d. j. aber wieder die unter (34) angegebenen. Diese mégen 
zuerst erledigt werden: 

Die entsprechenden ebenen #-Curven besitzen drei Un- 
dulationen, deren Tangenten je zwei Wendetangenten und 
eine Doppeltangente absorbirt haben. 

Welches sind die Argumente der einen eigentlichen Dop- 
peltangente, sowie der Doppelpunkte; welches die Com- 
binante Q? 

Wir bringen zu dem Zweck die cubische Form, deren 
Wurzeln y,, ¥,, Y, sind, in die canonische Form: 


(45) f =A°—»- 
Dann verschwinden im Schnittpunkttheorem von (44) 
(46) <0 Oe oo 
alle Coefficienten, ausser: 


(47) a, =1,4,=>— 


bias bene 


*) Nimmt man y, = 0, Y = ©, so gewinnt die Gleichung der 
H,-Fliche (43) die einfache Gestalt: 
2 
Pra (8 8 — 84) H Pag (5 83 — 41 8) + Pog (8 53 — 29) = 0. 


Dies ist aber gerade, wie sich weiter unten ergiebt, die Gleichung 
des gemeinten Netzes, 


**®) Dann wird die Gleichung der H,-Fliche (44) nach leichter Rech- 
nung folgende: 


1 
3 
(@ — 8) .— 4 {9 8% 8 — 8, 8} = 0. 
Dabei ist s) — s, = 0 die Ebene, die aus der Grundcurve 9 das 


* 


Die Reye’sche Apolaritiit und die Normeurven. Ree 297° 


_ mithin ist (0,.00 ) die eigentliche Doppeltangente und 
| (48) Qa gay A 
wo A die quadratische Covariante von f ist. 

Die Argumente der Doppelpunkte findet man, wie im 
allgemeinen fiir eine Gruppe (33), so. Es giebt in der zu (44) 
conjugirten Gruppe (Involution) drei harmonische Quadrupel. 
Man sucht fiir jedes derselben das zu den beiden (zu einander 
harmonischen) Paaren, in die es sich zerlegt, zugleich har- 
monische Paar. 

- Nun enthiilt diese Involution die Form f (45) als festen 
Faktor: 
(49) a + Wh, =f. 0—y). 

Dann aber ist bekanntlich die Invariante j dieser Form 

(als Form der Variabeln y) die cubische Covariante 8 von f. 
. (50) 9 = y+ 1, 

Schreiben wir wieder A) statt y und stellen in der an- 
gegebenen Weise die drei gesuchten Paare auf, so liefert ihr 
Produkt: 


(61 V+ po = — : 


von f ist. 


{Rf — 20°} wo R die Discriminante 


Da aber, wie man weiss, zwischen f und ihren Covarianten 
die Beziehung herrscht: 
G2 0 0 4A fh 
so hat man, wenn man die Wurzeln von 0 mit Y, Ys Y, be- 


zeichnet: 


Tripel f (45) ausschneidet und 9 s) 8; — s, 8, = 0 diejenige Flache 
des ,,Netzes“ 9, die die beiden Tangenten 0, » enthilt. Daraus folgt: 

»Die H,-Flache (44), wo die y die Wurzeln der Form f 
seien, beriihrt diejenige Fliche des ,Netzes 9“, die die beiden 


Tangenten A = 0 enthalt, lings eines Kegelschnitts, dessen 


» Ebene aus 9 das Punktetripel f = 0 ausschneidet,* 


és 
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,) ,Die Argumente der Doppelpunkte der Re 
Aah tee (A—y,)* 


erhilt man, wenn man immer das zu (y,¥,) YY) *) 
harmonische Paar aufsucht. Das Produkt der drei 
so gefundenen Paare liefert das zu A’, in Bezug auf 
das Paar (f*, 8°), vierte harmonische Sextupel. 

Die Wurzeln von A sind Wurzeln der Com- 
binante @ und sind die Argumente der einen 
eigentlichen Doppeltangente.“ 

180. Die entsprechende H,-Fliche, sie sei H*;’, beriihrt 
die cubische Grundeurve ¢ dreimal (in y,). Solcher Fliachen 
H, giebt es aber nach Satz pg. 83 fiinf; wodurch ist die 
unsrige ausgezeichnet? Diese Frage erledigt sich leicht mit- 
telst des friiher Nr. 155 angegebenen Vertahrens. 

Die R-Curve besitzt drei Undulationstangenten (y,). Nimmt 
man diese als Fundamentallinien einer quadratischen Klassen- 
transformation T, so geht die Curve iiber in eine mit drei 
Spitzen (y,). Ausserdem wende man noch die drei Trans- 
formationen T an, deren Fundamentallinien sich aus zwei der 
Undulationstangenten und der einen Doppeltangente zusammen- 
setzen. Vermége ihrer geht die R-Curve iiber in drei andere 
mit zwei Spitzen (y; y,) und einer Undulation (y,). 

Dies sind dann alle fiint Typen, fiir die das Wendepunkts- 
sextupel durch f* dargestellt ist. 

Beiliiufig sieht man daraus, dass es keine R-Curve mit 
einer Spitze und zwei Undulationen giebt: 

Fiir die H,-Fliche i he folet somit: 

.) »Die einer Gruppe (44) zugehérige Fliche 


*) Diese beiden Paare sind bekanntlich bei passender Anordnung der 
Wurzeln von 0, fiir 7 = 1, 2, 3 zu einander harmonisch, wie hier er- 
forderlich. 
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. Sie ist die einzige der fiinf die Grundcurve yan 
_ den Stellen (y,) bertihrenden H,-Flachen, auf der 
= keine der Tangenten Ydel ree t.? 

‘Der Satz (1) sagt, mit Riicksicht auf die friiher (Nr. 34, 35) 
erérterte Construction der Covarianten A und ® auf 9 und mit 
Bezug auf Nr. 32, fiir unsere Fliche He Folgendes aus: 

Man lege zuvérderst die drei Flichen des ,Netzes 9%, 
die je zwei Tangenten (y, y,) enthalten. Dann geht vom 
dritten Punkt (y,) immer eine Sehne (y, y’,) aus, die ganz aut 
der bez. Fliche liegt. 

Des Weiteren lege man die drei Flichen des ,Netzes 9%, 
die die Sehnen (y, y,) (y, y’) ganz enthalten; sie enthalten je 
ein T'angentenpaar (a, B,) der Curve 9. 

Dann bildet die Regelschaar der drei Axen (a, 8.) unsere 
Fiche H’;*. 

Die drei Sehnen (y, y’,) liegen auf einer einzigen Fliche 
des ,Netzes 7%: diese enthilt die Tangenten A= 0. Diese 
Tangenten beriihren auch unsere Flache ges die Beriihrungs- — 
sehne ist die Curvenaxe A. etc. 

181. In thnlicher Weise theilen wir noch einige Higen- 
schaften der H,-Curve (86) mit. Solcher cubischer Curven, die 

~mit der Grundeurve ¢ die beiden Punkte, Ebenen, Tangenten 
(0, co) gemein haben, giebt es noch eine «© ?-Schaar: 
(53) ps, = hw, ps, = Bh, wd, ps, = BK, wp’, ps, =k, W’. 
In der That zahlt man leicht die zehn Bedingungen ab, 
die die gewiinschte Lage fiir eine cubische Curve (die von 
12 Constanten abhingt) erfordert. 


Aber auch die Form (53) ist evident, denn nach Voraus- 
setzung muss die rechte Seite von s, den Faktor p» dreimal, 


,die von s, den Faktor » zweimal, A einmal enthalten ete, 


7 


300 Die Reye’sche Apolaritit und die Normeurven, PE os | 


Will man sich tiberzeugen, dass die 4 homogenen Gréssen— 
kin der That nur zwei *) unabhingige repriisentiren, so stelle 
man das Fliichennetz der Curve (53) auf: 


ki, k, k, ke 
(54) v, 38 s, 8, — ee 88) S09, (9'S, Se — i, &, S, $,) 
Z 
k, k, ¢ 
+ ¥, 3 8,8, — a= #)=0=y, ®, + ¥, O; +e Oe 


Dann sind die Parameter der drei constituirenden [lichen 
® durch die Relation verbunden: 


(55) My Ha) ACL Te) Mente saa 
ke 2 {hy hy 


Guten di 
Stellt man andrerseits die zur Involution 
(56) A* + x -p* = 0 
gehérige H,-Curve auf (mittelst des Schnittpunkttheorems von 
(56)), so ergiebt sich ohne Miihe: 
(57) ps, = , es, = — uw” 2, es, = wr”, es, = — 2°, 

deren Flichennetz somit ist: 

(58) ™ (8, S, — si) +t, (Sy 8, — 5, S,) + x, (s, burs s) =0. 

Unter den Fliichen dieses Netzes befindet sich eine aus- 
eezeichnete: 

(59) s,s, — 8, 8, =O oder in Ebenencoordinaten: 

(60) u, uw, — w, u, = 0. 

Denn diese ist die einzige der Flichen (58), die zugleich 
der Grundcurve @ umbeschrieben ist. Andrerseits ist dies die 
der Gruppe: 

(61) B+ x, ph mr pe 
azugehérige H,-Fliche (cf. Satz q,), denn dann verschwinden — 


*) Darauf war schon in der anm, pg. 44 hingewiesen, Den allgemeinen 
Satz (cf. lc.) beweist man ganz wie oben, 
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3 in’ der pg. 296 anm. angegebenen Gleichung a,, b, und 
damit p,, und Po.) Wodurch sie in (59) tibergeht. 
Also hat man zuniichst: 


p,) ,Der zur speziellen Involution 


Sy eA yy 
zugehbrigen H,-Curve H,” ist eine ausgezeichnete 
Fliche zweiter Ordnung (59, 60) einbeschrieben, 
die zugleich der Grundcurve » umbeschrieben 
ist, und die Tangenten (y,, y,) enthalt*). Diese 
entspricht der Gruppe (61) d. h. setzt man aus 
irgend zwer mu (y,, y,) harmonischen Paarenein 
Quadrupel zusammen, so liefert dies ein der 
Fliche (59) ein-undg umschriebenes Tetraeder. 


182. Diese Fliche erfreut sich noch einer weiteren in- 
teressanten Higenschaft. 

Es giebt noch eine c'-Schaar von Curven (53), die auf 
ihr liegen: diese ist, wie die Vergleichung von (59) mit (54) 
lehrt, durch die Bedingung festgelegt: 

(62) 9h, k, —k, hk, = 0. 

Jede dieser Curven besitzt unendlich viele Sehnen, die 

zugleich Axen yon g sind, ohne eine H,-Curve zu sein 


(vgl. dagegen fiir den allgemeinen Fall Nr. 133). 


Umgekehrt lisst sich aber auch zeigen, dass wenn eine 
Curve (53) auch nur eine der auf der Fliche (59) liegenden 
_Axen von ¢ einmal trifft, sie zu der durch (62) bestimmten 


Schaar gehort. 


*) Und reciprok natiirlich in demselben Sinne der Curve He die 
ausgezeichnete Fliche 
98 83 — $1 8 = 0 oder: Uy Uz, — Iu, Uy = 0 


4 . 
um- und der Curve 9 einbeschrieben. 


« 
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Denn irgend zwei Ebenen von ¢ (A,, A,) treffen eine 
Curve (53) in den Tripeln: 
kM — 3k, MA+3 kA, NM — kM HO 
ke — 3k, WA+ 38K, 1, —k, =O. 

Soll nun die Axe (A, A,) auf der Fliche (60) liegen, so 
ist A, A, = Od. hd, = 


3) | 


X, = x und (63) geht tiber in: 
k «x —3k, wr+ 8k, an” —k,* = 0 

64 : 

ie kyo a + 3h, A+ 3 kh, or” + hy d* = 0, 

Daher haben die Wurzeln der ersten Gleichung die 


negativen Werthe von denen der zweiten. Haben somit fir 
irgend einen Werth von a beide Gleichungen eine Wurzel 
gemein, so auch eine zweite. 

Die Bézout’sche Resultante (cf. Nr. 12) wird in diesem 
Falle: : 

(65) —8k, k, x (k, k, —9 k, k,)?. 

Das Verschwinden der ersten drei Faktoren (statt 2° 
wiirde es homogen heissen: # w#’°) bedeutet nur, dass alle 
Curven (53) mit (57) die beiden Tangenten 0, ow gemein 
haben; das des letzten Faktors beweist die aufgestellte Be- 
hauptang. 


185. Es eriibrigt noch zu zeigen, dass unter allen 
Curven (53) die in Rede stehende (57) in der That die einzige 
H,-Curve ist. Aber dies ist evident: denn da jede Curve’ 
(53) mit unserer H,-Curve die Ebenen, Tangenten und Punkte — 
(0, cc) gemein hat, so folgt aus der bekannten Beziehung zwischen ° 
¢ und einer H,-Curve, dass fiir eine zweite H,-Curve jedenfalls 
das Element 0 mit dem dreifachen Elemente 0 und das Element 
coo mit dem dreifachen Elemente « zwei Quadrupel der zu- — 
gehorigen Involution bildet. Dies ist aber nur die Involu- 
tion (56). 
Und da jedes Quadrupel (56) sich in zwei zu einander 
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harmonische Paare zerlegt, die beide zum Paar 0, o harmo- 
nisch sind, so ‘folgt: 

1.) »Unter allen Curven des Systems (53) ist 
die Curve Hs die einzige H,-Curve, wihrend es 
noch eine o-Schaar des Systems giebt, die un- 
endlich viele Sehnen besitzen, die zugleich 
Axen von © sind, und die alle mit lal auf der 
Flache (59) liegen. Auf dieser lassen sich die 
Geraden der einen Schaar, der die Tangenten 
(0, ©) vongangehéren, in Paaren einer (gewohn- 
lichen) Involution anordnen, deren Doppelele- 
mente jene Tangenten sind. 

Jedes dieser Paare bildet zwei Gegenkanten 
eines ~um-und ck erm pesturiebencenwl etraeders 
und umgekehrt besitztein jedes solches Tetra- 
eder ein Paar Gegenkanten, das auf der Fliche 
liegt und ein Paar der Involution bildet.* 

_ 184. .Irgend eine Grundcurve ¢ und eine H,-Curve 
sind projektivisch aufeinander bezogen. Denn jedem Punkte 
von H, entspricht die eine Ebene von ¢, die Gegenebene des 
von ihm ausgehenden, H, ein- und ¢ umbeschriebenen Tetra- 
eders ist und umgekehrt. 

u,) »Fiir die canonische Gleichungsform (57) 
von Hist diese projektivische Bezichung zwischen 
H; und¢ einfach durch 

(66) 2° =, 
ausgedriickt.* 

In der That, durch die angegebene Substitution ent- 
sprechen sich zunichst Punkt 0 (oo ) von H, und Ebene 0 ( «) 


von gy. Wiirde noch etwa dem Punkt 1 von Hy auch die 
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Ebene _1 von @ entsprechen, so kann die projektivische Be- 

ziehung zwischen beiden Curven nur die Form (66) haben. 
Nun bildet das Argument A = 1, mit dem Tripel ( — 1, 

+ i) ein Quadrupel der Involution (56). Vom Punkte 1 auf 


eh geht aber an @ das Ebenentripel : 
(BT) cP ee eee eet Delay cae 


mithin ist 1 die Gegenebene (auf ¢) des vom Punkte 1 (auf HH’) 
ausgehenden ‘T'etraeders *). 
q. é. d. 


184, Nach diesen Erérterungen iiber die Curven H, 


oS 123 : at = 7 
und Flichen H A und ihren Zusammenhang kénnen wir die 


Siitze k) geometrisch so aussprechen: 

v) ,Man denke sichauf einer cubischen Raum- 
eurveg, deren Ebenen manals Elemente auffasst, 
eine biquadratische Involution nebst ihrer con- 
jugirten (dreigliedrigen) Gruppe gegeben. 

Dann sind die QuadrupelderInvolution dar- 
gestellt durch » gum- undeiner Hurwitz’schen 
Curve H, ein-; desgleichen die Quadrupel der 
conjugirten Gruppe durch o g um- und einer 
Fliche H, einbeschriebene Tetraeder., 

Jede Kante eines der ersteren Tetraeder ist 
zugleich Axe von gund Sehne von H, und repra- 


sentirt ein Klementenpaar (@, #,) der Involution, 


*) Denkt man sich also auf der Curve Hy” die Substitution (66) ausge- 
fiihrt, so geht ihre Gleichung (wenn man wieder A fiir ' setzt) iiber in: | 
Psy) = ie es = — ch Psy = A, pss = — 1. 

Die Curve Hae ist also in Bezug auf das Normtetraeder (0, o) (ef. Nr, 30) 


zur Curve ¢ vollkommen dualistisch. Zugleich bedingt die projektivische 
Beziehung beider Curven (A = 2) eine riiumliche reciproke Verwandt- 
schaft, in der jedem Punkt (Ay A, Ag) die Ebene (A, A, Ag) entspricht. 
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Jeder Eckpunkt eines der letateren Tetra- 
eder,d.i.jeder PunktderFliche H, reprisentirt 
ein Elemententripel [y,, y,, y,) der conjugirten 
Gruppe. 

Dann trifftdie durch ein Tripel (y,, y,, y,) be 


stimmte spezielle Flache Hee die Curve H, in 
sechs solechen Punkten, dass vier von ihnen die 
Ecken eines gumbeschriebenen Tetraeders sind. 

Und die durch ein Paar (wu, x) bestimmte 
spezielle Curve H) trifft die Fliche H, gleich- 
fallsinsechs solchen Punkten.¢ 

Damit verlassen wir die biquadratische Involution als 
Reprasentantin des Schnittpunkttheorems der rationalen ebenen 
Curven vierter Ordnung und beenden diesen Abschnitt und 
damit das zweite Capitel dieses Buches mit der vollstiindigen 
Lésung der in den Hauptziigen schon behandelten Aufgabe 
die Anzahl und Natur der biquadratischen Involutionen mit 
(sechs) gemeinsamen Doppelelementen resp. Elementenpaaren 
zu ergriinden, sowie mit der Folgerung der wichtigen Sitze, 
die sich daraus fiir die Theorie der cubischen Raumcurven 


tiberhaupt von selbst ergeben. 


8.29; 
Die fiinf Involutionen vierter Ordnung mit sechs gemeinsamen 
Doppelelementen. 

185. In Nr. 156 wurde der Satz bewiesen : 

plst (¢, 4) das Argumentenpaar einer Doppeltangente 
einer Ri, so nimmt ihr Wendepunktsextupel J (d. i. eine 
allgemeine binire Form sechsten Grades) durch die Sub- 
stitution : 

(1) A. =k Ae (wo & gleich Eins angenommen werde) 
uate} 


A 
20 


W. Fr. Meyer, Apolaritat, 
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eine Form an, in der die Coefficienten von 2” und 2’ ver- 
schwunden sind. 

Mithin musste umgekehrt das Problem, die Doppeltan- 
genten der R-Curven mit gemeinsamem Sextupel J (und damit 
auch das andere, die verschiedenen biquadratischen Involu- 
tionen mit gemeinsamer Funktionaldeterminante J) aufzu- 
stellen, in dem allgemeineren enthalten sein, die Substitutionen 
(1) zu finden, die eine biniire Form sechsten Grades in die 
angegebene Gestalt iiberfiihren. 

Es fragt sich aber jetzt, ob umgekehrt jede dieser 
Substitutionen auf eine Doppeltangente einer Ri mit den 
Wendepunkten J fiihrt, oder ob es noch weitere Substitu- 
tionen giebt, die dieser Frage fremd sind. Dies soll vorerst 
erledigt werden. 

War das Schnittpunkttheorem einer Re 

(2) a*= 0, ~b-= 0; 
also die Involution der Schnittpunktformen : 
(3) a +kb =0 
so war das Sextupel der Wendepunkte der Curve (2) (der 
Doppelelemente der Involution (3)): 
(4) J=p, w+ 3 p,, kis eect 3 UE wr’ +p, = 0. 

Wir denken uns die Substitution (1), wo ¢, 4 einer Dop- 
peltangente der Curve (2) angehéren, ausgefiihrt und dann 
wieder A (homogen A, 1) statt 4’ geschrieben. 

Dann verschwinden a,, b,, und somit 

(5) Po = 9, Py = 0. 

Gehen wir umgekehrt von diesen Bedingungen aus, so 
verfahren wir wie in Nr. 66. 

Die Gleichungen (5) haben entweder zur Folge, dass: 
(6a) a, = b, = 0 und damit auch Po, = P,, = 0, oder dass: 
AST) bay argent UE 

Im ersten Falle ist in der That (e, q) eine Doppeltangente 
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der Curve (2), von der wir ausyingen, im zweiten scheint 
eine fremde Liésung vorzuliegen. Welche? 


Die Gleichungen (5) (65) sind ersetzbar durch: 
(2 a, + k'b, =0, a, + k’b, = 0, a, + kb, = 0 
wo k’ einen bestimmten, wenn auch noch unbekannten Faktor 
vorstellt. Dann hat das Quadrupel a, + h’b, die Form: 


(8) a + hb, = Ap (+ he’ yw’) = 0. * 

(Denken wir uns fiir den Moment k’’ variabel, so stellte 
(8) genau diejenige (einzige) Involution dar, die mit A* + my" 
die gleichen Doppelelemente (A’, 1° d. h. 0°, 0°) gemein hat.) 
Mithin ist (€ y) in diesem Fall ein Paar, das mit einem zu 
ihm harmonischen ein Quadrupel der Involution (3) bildet. 
Nach Friiherem giebt es drei Quadrupel der Involution (3), 
die aus zwei solchen Paaren bestehen; das zu beiden Paaren 
zugleich harmonische ergiebt jedesmal einen Doppelpunkt (a, 8.) 
der Curve (2). 


Demnach giebt es, wenn man von der Curve (2) ausgeht, 
einmal 4 Werthepaare ¢, 4, erster Art (den Doppeltangenten 
zugehorig), die die vorgelegte Aufgabe (der canonischen Form 
von 7) lésen: dann aber noch 3.2 = 6 weitere Paare zweiter 
Art ¢, 7, die drei harmonische Quadrupel der Involution (3) 
bilden. Diese 6 Paare stehen aber nach Nr. 152 in sehr ein- 


fachem Zusammenhang. 


Wurde nemlich die Involution (3) auf einem Kegelschnitt 
¢ durch ein ¢ stiitzendes Kegelschnittbiischel D ausgeschnitten, 
sodass die Grundpunkte des letzteren ein Polviereck von 9 
bildeten, so repriisentirten auf ¢ bezogen diese 4 Eckpunkte 
die 4 Werthepaare (e, 7,) erster Art und die 3.2 Seitenpaare 
des Vierecks die 3.2 Paare zweiter Art d. h. diese sechs letzteren 
Paare (¢, 7,) sind die Funktionaldeterminanten der vier ersteren. 


- (Die Doppelpunkte der Curve (2) waren dann durch die Ecken 
20* 


sh Y PTs he ee 
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des Polardreiecks des Biischels vorgestellt.) Diese 10 Paare 
bildeten einen Cyclus von fiinf Quadrupeln (indem jedes 
Element ¢ doppelt auftrat), so dass jedes dieser Quadrupel 
mit dem Restsextupel in der oben angegebenen Weise je 
einer der fiinf R-Curven angehéren, aus der die vier iibrigen 
durch vier Klassentransformationen T, hervorgingen, deren 


Fundamentallinien je drei der vier Doppeltangenten waren. 

Legt man die Schaar von Kegelschnitten, die dem Doppel- 
tangentenvierseit einbeschrieben sind, so hat diese mit der 
vorliegenden R-Curve die zu ihr gehérige (Tangenten-) In- 
volution (3) gemein, Die 3.2 Tangentenpaare von den Gegen- 
ecken des Vierseits an die Curve bilden die 3.2 Paare ¢, y der 
zweiten Art (€, 7,). 

Betrachtet man eines dieser sechs Paare zweiter Art als 
die Doppelelemente einer (gewéhnlichen) Involution auf der 
R-Curve, so umhiillen die Geraden, die die Punktepaare der In- 
volution aus # ausschneiden, nach Nr. 165 eine rationale Curve 
dritter Classe, deren eine Doppeltangente gerade die beiden 
Punktepaare der Involution ausschneidet, die auf gerader Linie 
liegen. So gelangt man zu 6 rationalen Curven dritter Classe, 
deren 6 Doppeltangenten somit gerade die 6 Quadrupel 
ausschneiden, die sich in zwei zu einander harmonische Paare 
zerlegen, so dass das zu ihnen zugleich harmonische Paar 
ein Paar (¢ 4) der zweiten Art ist. Nennen wir diese die 6 
Doppeltangenten (¢, 4,), so haben wir, alles zusammengefasst, 


Folgendes : 


a) ,ls giebt mindestens einen Cyclus von zehn 
Substitutionen (1), die eine allgemeine binire 
Form sechsten Grades in die canonische Form 
(5) tberfiihren. Die zugehérigen Werthepaare 
(¢,7,) bilden in der That (doppelt gezihlt) die 5 
Doppeltangentenquadrupel von fiinf durch den 
Transformationsprocess T,cyclisch verbundenen 
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Curven R mit demselben (gegebenen) Wende- 
punktssextupel. 

Fiir jede einzelne der fiinf Curven R zer- 
legen sich die 10 Paare (e y) inviererster Art (S27) 
{die Doppeltangenten(argumenten)paare} und sechs 
azweiter Art (¢,7%,), die 3.2 Tangentenpaare, die 
von den Gegenecken des Doppeltangentenvier- 
seits an die Curve gehen. 

Diese sechs Paarezweiter Art bilden zugleich 
die Lésung der Aufgabe, ,fiir die vorliegende 
Curve & die Argumente der Doppelpunkte au 
finden“. Man erhilt sie, wenn man die zu den 
drei ,,Paarpaaren” harmonischen Paare sucht. 

Fasst man die sechs Paare zweiter Art (e, 4), 
jedes als die Doppelelemente einer Involution 
zweiter Ordnung auf, so giebt es fiir jede eine 
Gerade der Ebene, die zwei Punktepaare der In- 
volution aus R ausschneidet. Diese sechs Ge- 
raden {die Doppeltangenten (¢,7,) von sechs be- 
stimmten Curven dritter Klasse} umhiillen nebst 
den sechs Wendetangenten eine bestimmte Curve 
dritter Klasse, deren Tangenten aus & die har- 
monischen Quadrupel ausschneiden.“ 

186. Dass es aber in Wirklichkeit nur einen solchen 
Substitutionencyclus (1) giebt, lisst sich z. B. (abgesehen von 
weiteren Bestiitigungen) mittelst einer direkten Methode nach- 
weisen, die auch die Zehnzahl ohne Weiteres erscheinen lasst 
und mit gleichem Erfolge auf die allgemeine Aufgabe (fir 
eine Form n" Grades die Substitutionen (1) zu finden, ver- 
moge deren die Coefficienten von ** und ' verschwinden) 
-anwenden lasst. 

Geht eine gegebene Form 


(9) f=a=a%+6a,¥+....64,A +4, 
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vermoége der Substitution 


A— 
10 ee Oder Anas 
(10) =a 


iiber {nach Multiplication mit (A’—1)"} in eine solche Form 


von i’, dass die. Coefficienten von x” und 2’ verschwinden, so 
liefert die Taylor’sche Entwicklung die beiden Bedingungen 
(zur Bestimmung von @, §): 


(11) E=as,=0, H=a,,= 0. 
Statt dieser wihlen wir irgend zwei der fiinf linearen 
Combinationen beider: 
(12) E—H=0, Ey — He =0, Ey? —He*=0, ... Ext — He*=0 


z. B. *) die erste und letzte, die entwickelt nach Weglassung 


o 
des Faktors (e—y) lauten (* = ¢ 4+ th = = ey): 


% 
(13) @, 94 9;(0f — 2.9, 9,)-4- a, (ot — dof of +2 of a, 5, 
a, 5, 5, (5 — 29, o,) + 3 “bE z 
(te 5 a, 36, -+ 10a, o? c+ 10a, ¢, 08 + 4a, c4=HK—H=0 
Meigs, iy He bea Swe + 4a,03=Eyt—He!=0 
wo die zweite aus der ersten durch gleichzeitige Vertauschung 
von a, mit a,_, und o, mit o, hervorgeht. 


Die gemeinsamen Lésungen von (11) sind auch in den 
gemeinsamen Lésungen von (13) enthalten, umgekehrt aber 
enthilt (13) noch fremde Lisungen, die durch Verschwinden von 


le 


I) eg -EDeEtDE +H) =0 


*) Die Entwicklung gilt fiir irgend ein Paar der Bedingungen (12) 
in ganz analoger Weise. Dann treten als fremde Lésungen noch die 
Werthe ¢ (resp. 4) = 0, o auf, denen Schnittpunkte der beztiglichen 
Curven (13) mit den Geraden o, = 0, %) = 0 entsprechen. Die aus _ 
den fiinf Curven (12) linear zusammengesetzte Schaar ist dann keine an- 


dere, als die ganze * durch die zehn Punkte (€, 4) gehende Schaar 
von Curyen vierter Ordnung. 
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entstehen, wo aber der erste Faktor schon bedeutungslos ge- 
worden ist, da er in (13) weggelassen wurde. 


Die beiden andern Faktoren fiihren, wie leicht zu zeigen, 
zu 2-4 —6 fremden Lisungen. Bezogen auf irgend einen 
Normkegelschnitt, stellen die Gleichungen (13) zwei Curven 

_vierter Ordnung dar, mit je einem Doppelpunkte in resp. 
(s, = 9, 5, = 0 und o, = 0,0, =0). Die Tangenten in 
diesen sind resp. 

(15) o, = 0, a,¢,+ 2a, 56,=0; undo, =0, a,o,+2a,0,=0. 

Daher treffen sich die Curven (13) auf der Geraden 
¢-++ 7 = 96, = 0 in einem Punktepaar 

CLG SGR Gs = — OO ma). 
Dies sind die dem Faktor (¢ + 7) in (14) zugehérigen 


fremden Lésungen. Die fiir den zweiten 

aie ary =, 9 2/0, 6, — 0 
erhilt man durch den Schnitt dieses Kegelschnitts, der den 
Normkegelschnitt in den Punkteno, =0, 5, =0 und 6, =0,06,=0 


bertihrt, mit den Curven (13). Setzt man z. B. in die erste 
o2 
den Werth (17): 6, = oe ein, so kommt: 
0 


(18) of (a, of +-5.a, ofa, +10 a, of oh+ 10a, 5, 02-44, of) =0, 

d. i. die erste Curve (13) hat nicht nur, wie (15) zeigt, in 
dem Doppelpunkt o, = 0, o, = 0, der ja ein Punkt des Norm- 
kegelschnitts ist, dessen Tangente (¢, = 0) als die eine Doppel- 
punktstangente, sondern osculirt auch noch den Kegelschnitt 
(17) in ihm. 

Das Entsprechende gilt fiir die zweite Curve (13) und 
ihren Doppelpunkt. Demnach schneiden sich beide Curven 
(13) nur noch in vier Punkten auf dem Kegelschnitt (17). 

8) ,Dieibrigen 10 = 16—6 Schnittpunkte des 
Curvenpaares (13) miissen somit die Werthepaare 
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(c, 4) liefern, die die gestellte Frage lésen. Diese 


bilden dann gerade den Cyclus des Satzes «)* *). 


8. 30. 


Die biquadratischen Involutionen mit sechs gemeinsamen 
Elementenpaaren. 


187. Man verdankt Cremona®) die drei Siitze: 

y) ,l. Zwei cubische Raumcurven haben im 
Allgemeinen zgehn gemeinsame Axen (Sehnen). 

*) Die zehn Werthepaare (<, n), die die Aufgabe somit lésen, waren 
die vier Argumentenpaare §; der Doppeltangenten einer R (mit den 
Wendepunkten J = 0) nebst ihren sechs bez. Funktionaldeterminanten ,, 
Diese letzteren bildeten drei (harmonische) Quadrupel der Involution 
a, = 0, b, On 

War diese Involution auf dem Normkegelschnitt N, dargestellt, so 
reprasentirten ihre Elementenpaare die Punkte einer H,-Curve, die aus 
NV, das Sextupel J ausschnitt. 


Andererseits bildeten nach Nr. 152 (nur dass wir uns jetzt dnalistisch 


ausdrticken’ die vier Geraden, die aus NV, die Paare }, ausschneiden (von 
deren Schnittpunkten also die Tangentenpaare vy; an N, gehen) ein Pol- 
vierseit von N,. Da aber seine Gegeneckenpaare drei Quadrupel der 
Involution bilden, so ist dies Polvierseit der H,-Curve einbe- 


schrieben: somit ist die letztere (cf. Nr. 148) in der Form dar- 
stellbar: 


m; 
wo die dD; = 0 die Seiten des Polvierseits sind. 


»Mithin ist eine Form sechsten Grades J auf fiinf be- 
stimmte Weisen in der Form 


» 
4, 4% 4,2 —=J 
4 
darstellbar, wo die & die fiinf Quadrupel bilden, in die sich 
die zehn Werthepaare ¢, » (doppelt gezihlt) anordnen.¢ 


(Jedem Quadrupel gehért eine bestimmte Gruppe der Constanten m,; an.) 
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Il. Jede derselben besitzt im Allgemeinen 
sechs Axen (Sehnen), die Sehnen (Axen) der an- 
dern sind. 


Ill. Es giebt im Allgemeinen sechs ecubische 
Curven, die sechs beliebige Raumgerade zuAxen 


(Sehnen) haben. 


Diese Sitze erméglichen in Verbindung mit der Theorie 
der Hurwitz’schen Curven i: eine héchst fruchtbare Behand- 


lung unserer Involutionen (spec. der Titelfrage) auf cubischen 
Raumcurven. 

Diese stellt sich dann so: 

Wieviel Curven, H, giebt es, die sechs be- 


liebig gewihlte Axen der gegebenen cubischen 
Curve » zu Sehnen haben? 

Diese Frage ist offenbar eine Verallgemeinerung der im 
vorigen §. behandelten, auf die man wieder zuriickgefiihrt 
wird, wenn man die sechs Axen von g zu ‘'Tangenten 
werden lasst. 

Dann giebt es nach (y III) sechs cubische Curven, die 
diese Tangenten zu Sehnen haben; eine von ihnen ist aber 
ersichtlich » selbst. Daher zeigen die Ergebnisse des vorigen 


§. zunichst: 

6) ,Die fiinf cubischen Curven, die sechs be- 
liebige Tangentenw der gegebenen, 9,zuSehnen 
haben, sind identisch mit den fiinf Curven H, des 
Satzes (pg. 211), deren zugehérige Involutionen 
diejenigen sind, die die Doppelelemente w ge- 
mein haben. 


Fiir jede der CurvenH,und ¢ gilt dann Satz 


[Auch diesen Satz findet man bei H. Brill (Math. Ann, XX pg. 355), 
wenn auch ganz anders bewiesen, wie ich nachtriglich zu bemerken habe. 


Anfang Februar 1883.| 
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yInicht mehr, da es unendlich viele Axen von 
pgiebt, die Sehnen von H, sind.‘ 

Die niiheren Beziehungen zwischen diesen Curven ergeben 
sich sofort mit Hiilfe der uns schon bekannten Involutions- 
siitze und des Satzes y I: sie fliessen aber als specielle Faille 
aus der Configuration, die die allgemeinere (Titel-)Frage nach 
sich ziehen wird. | 

188. Zuniichst giebt es wieder sechs cubische Curven I’, 
die sechs beliebige Axen (w, v,) von @ zu Sehnen haben. Von 
diesen muss mindestens eine den Satz y IL befriedigen. 
Dann nach Satz y III kann man sich die Curve ¢ entstanden 
denken, als eine von denen, die sechs ganz beliebige Raum- 
gerade zu Axen (uw, v,) haben. Wiirde es dann fiir jede Curve 
I unendlich viele Sehnen geben, die Axen von ¢ wiiren, so 
wire Satz y IL unméglich *). 

Andrerseits giebt es aber, wie wir wissen (cf. pg. 308) 
mindestens fiinf Involutionen mit sechs gemeinsamen Ele- 
mentenpaaren, also giebt es nur eine Curve I’, die den Satz 
y II befolgt, wiihrend die itbrigen fiinf H,-Curven sind. Dann 
aber geht aus dem ,Pentaedersatze* pg. 247 nunmehr der 
folgende hervor: 

e)I. ,,Von den sechs cubischen Curven I, die sechs 
beliebige Axen der Curveg zu Sehnen haben, sind 
immer fiinf H,-Curven, Je zwei derselben haben noch 
drei, je drei noch eine Sehne gemein, die zugleich 
Axen von @ sind. Diese stellen die Restelementen- 
paare dar, die je zwei resp. drei der fiinf zuge- 
hérigen Involutionen noch gemein haben. 

*) In genau derselben Weise schliesst man, dass fiir je zwei der 
fiinf H,-Curven oder auch je zwei der sechs Curven a (cf. Nr. 189) der 
Satz y I gelten muss. Denn man gehe umgekehrt yon zwei Curven des 


Satzes y I aus, greife aus den zehn gemeinsamen Axen sechs heraus und 
yerfahre dann, wie im Texte. 
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Il. Stehen zwei cubische Curven in der Be- 
ziehung, dass esunendlich viele Sehnen der einen 
giebt, die zugleich Axen der andern sind, so ist 
diese Beziehung auch eine Hurwitz’sche, d. h. 
diese Geraden ordnen sich an als die Gegen- 
kanten von unendlich vielen der ersten Curve 
ein- und der zweiten umbeschriebenen Tetrae dern.¢ 

Zu Satz I ist zu bemerken, dass in der That die drei 
Sehnen, die je zweien der fiinf Curven H, noch gemein sind 
(und zugleich Axen von ¢ sind) mit der vierten (die zugleich 
Sehne der sechsten Curve I’ ist cf. unten) und mit den urspriing- 
lichen sechs Axen von » die zehn Sehnen bilden, die nach 
Satz y I beiden Curven gemein sein miissen. 

Satz II gilt, weil man von den vorausgesetzten unend- 
lich vielen Axen von @ (die Sehnen der zweiten Curve sind) 
irgend sechs herausgreifen und auf diese den Satz 1 an- 
wenden kann. 


189. Wir vervollstiindigen jetzt unsere Figur dadurch, 
dass wir noch die fiinf weiteren Curven legen, die unsere sechs 
Axen von ¢ gleichfalls zu Axen haben. Nennen wir alle diese 
die Curven «, dagegen jene, die sie zu Sehnen haben, a, 
(¢ = 1, 2, ..6), so haben wir eine Configuration von 2.6 
cubischen Curven, die der bekannten einer Doppelsechs einer 
Fliche dritter Ordnung analog ist. Gerade wie da jeder Ge- 
raden der einen Sechs eine einzige der andern entspricht und 
umg. (die zu ihr windschief ist, wahrend sie die fiinf andern 
trifft), so folgt hier unmittelbar aus Satz ¢ I: 

¢) ,Die beiden Sechsen von Curven a,,a, (@=1..6), 
die sechs beliebige Raumgerade g zu Sehnen 
resp. Axen haben, stehenindemeigenthiimlichen 
Verhiltniss, dass jede Curvea, einer bestimmten 


Curve a (denen daher der gleiche Index beigelegt 


wird) u. umg. eindeutig entspricht, so, dass die 
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sechs Geraden g die einzigen sind, die Sehnen 


von @, und Axen von ot, sind. 


Dagesen stehenjezwei Curvena, a, (Ce k) in 


der Hurwitz’schen Beziehung, d.h. es are ausser 
den Geraden g noch unendlich viele Sehnen von 
a,, die Axen von @, sind. 

Daher erweitert sich mit Hiilfe des Saitee y Ider Satz eI 
zu folgendem, der die sechs Curven a, (%,) ganz gleichmiissig 


behandelt: 
n) »Die sechs cubischen Curven a, (die sechs 


beliebige Gerade g zu Sehnen haben) besitzen 
ausser diesen noch zuje zweien vier gemeinsame 


Sehnen, also im Ganzen Cee 4 = 60. 


Diese reduciren sich aberauf 20, dajede von 
ihnen gemeinsame Sehne Syq Von drei der Curven 


a, a, a,18t (also dreimal auftritt). 

Diese 20 Linien sind zugleich die entsprech- 
enden 20 weiteren Axenovon je dreien der Curven 
a, (die die Geraden g zu Axen haben) und zwar ist 


immer 


(2, k,l, m,n, p = 1, 2, 3, 4, 5, 6). 


Sia Coa 
Desgleichen sind die vier Sehnen, die je dreien 
der Curven a gemein sind: 


Six Soom Sim CP 


nebst den 6 Geradeng die 10 gemeinsamen Axen der 
beiden Curven a, a 


Die sechs Geraden, die je vier der sechs Curvena 
a, a, a, a, 
mit einer der beiden tibrigen a, zu gemeinsamen 


Sehnen haben, ordnen sich in drei Paare 
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s 


nik? ony “Lae 
ree oh ae Sak 
} bs Y . . . 
die Gegenkanten dreier Tetraeder sind, die a 
\ n 
ein- und «, umbeschrieben sind. 
Desgleichen gelten die reciproken Siitze (indem man die 
a@ mit den resp. # vertauscht), so dass man den Satz 7 als 
»Hexaeder“-Satz kurz so formuliren kann: 
N,) »Die beiden Sechsen von Curvena, «@ sind 


in Bezug auf ihre gemeinsamen Sehnen, resp. 
Axen gruppirt, wie die Ecken resp. Ebenen eines 
Hexaeders resp. Sechsecks, wo das letztere dem 
ersterenum- (und damit daserstere dem letzteren 
ein-) beschrieben ist. 


190. Andrerseits waren (Nr. 155) fiinf Involutionen mit 
sechs gemeinsamen Hlementenpaaren (w, v,) dargestellt durch 
die vier Strahl- und das Kegelschnittbiischel (D,, D) von vier 
Doppelpunkten einer rationalen ebenen Curve sechster Ord- 
nung H, mit den sechs weiteren Doppelpunkten (w, v,), und 
zwar schneiden diese fiinf Biischel die Involutionen aus der 


Curve aus. 
Weiter unten wird gezeigt, dass umgekehrt die sechs Ar- 
gumentenpaare u,v, fiir die Curve ganz beliebig ange- 


nommen werden diirfen, dann aber alle iibrigen Singularititen- 
argumente bestimmt sind. 

Dann sind aber gerade die Argumentenpaare (e, 4) der 
vier Doppelpunkte D, solche vier Elementenpaare, die je dreien 
yon irgend vier der finf in Rede stehenden Involutionen 
gemein sind: mithin folgt daraus und aus Satz 7): 

%) ,Die zehn Argumentenpaare der Doppel- 
punkte einer Rh, stehen in derselben Beziehung. 


zu einander, wie die zehnArgumentenpaare einer 
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cubischen Raumeurve, die zehn Axen (Sehnen) 
zugehéren, die zugleich Axen (Sehnen) einer 


zweiten solchen Curve sind.‘ 


Umgekehrt bestimmen also irgend zwei in allgemeiner *) 
Lage befindliche cubische Raumcurven sowohl durch ihre ge- 


: Boge. 2 
meinsamen Axen als auch Sehnen je eine Klasse **) von R,, 


deren Individuen projektivisch in einander -iiberfiihrbar sind. 
Aus dem Dualismus von Axe und Sehne folgt weiter: 


%,) »J eder R ist eine bestimmte andere eindeutig 


zugeordnet und umg.: ihre Doppelpunktsargumente 
entsprechen den gemeinsamen Axen und Sehnen 
zwelier cubischer Raumcurven.* 


191. Geht man von zwei cubischen Raumeurven «,, a, 


aus, greift aus ihren zehn gemeinsamen Axen irgend sechs 
heraus, so sind stets die vier iibrigen nach dem Schema des 
Satzes 7) 


123 Sio4 134 234 
Sehnen von vier weiteren Curven @,, @,, @,, a,. Dies fihrt zu 


dem Satz, den ich nachtriiglich auch bei H. Em. Weyr ge- 
funden habe: 


d) ,Die zehn gemeinsamen Axen (Sehnen) zweier 
cubischer Raumeurven sind zu je neun Sehnen (Axen) 
einer weiteren cubischen Curve.‘ 


Ausserdem wissen wir von ihnen: 


*) Haben die beiden Curven resp. ein, zwei, drei Ebenen (Punkte) 
gemein, so haben sie nach Cremona (I. c.) nur noch resp. sechs, drei, eine 


Axe (Sehne) gemein, Deren Elementenpaare entsprechen dann, wie hier 
nur angeftihrt sei, den Doppelpunkten einer Re, Bi Ri, die aus der Be 
continuirlich in einander iibergehen kénnen. 

**) Hine solche ganze Klasse (algebraisch ,die zugehirige Formen- 
gruppe*) ist immer (wie auch schon bis jetzt) durch das Zeichen R reprii- 


sentirt; zur Abkiirzung ist gewohnlich nur ,von einer Curve R“ die Rede. 


1 
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A.) Sede dieser zehn (gehn) weiteren Curven ist 
eine Hurwitz’sche H,-Curve der Originalcurve d. h. 
~ je neun der zehn zugehérigen Elementenpaare sind 
die einer Involution vierter Ordnung.¢ 

Aus dem Bilde’ der R, lassen sich mit Leichtigkeit noch 
weitere Beziehungen zwischen diesen 10 Involutionen ablesen. 

Die zehn Axen seien bezeichnet mit (Lo) (r= 142) Ole 
die entsprechenden zehn Involutionen mit J. In jeder giebt 
es neun weitere Klementenpaare, die mit den neun gegebenen 


neun Quadrupel der Involution bilden. Solcher weiteren Paare 


OED. 


giebt es im Ganzen ee = 45, da jedes zweimal auftritt. 


Man gelangt zu ihnen auch dadurch, dass je zwei der 
zehn Involutionen noch ein weiteres EKlementenpaar gemein 
haben. Dies sind die 45 Paare. 

Zu je sieben der zehn Paare (wv, v,) gehéren immer drei 
der 45 weiteren Paare in der Weise, dass diese keiner der 
sieben Involutionen J, (s = 1, 2, .. 7) angehoren. 

» Diese sieben + drei Paare bestimmen zehn Axen, die 
wieder zugleich Axen einer weiteren cubischen Curve sind. 
Solcher weiteren Curven giebt es daher 120. 

Diese Higenschaften, die leicht noch weiter ausgedehnt 
werden kénnen, mégen hier geniigen. Greift man irgend sechs 
der zehn Axen heraus, so kommt man wieder zur urspriing- 
lichen Doppelsechs zuriick, die somit nur ein specieller Fall 


des jetzigen ist. 


8. 31. 
Fortsetzung. Das Schnittpunkttheorem der fig auf der cubischen 
Normeurve studirt. 


192. Das weitere Studium der aus zwei cubischen Raum- 
curven bestehenden Figur wird sich auf die Fliche (vierter 


5 , 
. | aie 7s eee ca ee 
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TS 


Ordnung) concentriren, auf der die zehn gemeinsamen Axen = 
beider liegen. Dies geschieht mit grosser Leichtigkeit mit 


Hiilfe des Schnittpunkttheorems der R-, oder was dasselbe ist, 


mit Hiilfe der Theorie der zweigliedrigen Gruppen sechster 
Ordnung resp. ihrer conjugirten. Man wird also behufs ein- 
gehenden Studiums der biquadratischen Involution jetzt zum 
zweiten *) Mal auf die Theorie der Gruppen sechster Ordnung 


verwiesen. 
Die projektivischen Eigenschaften einer R, (d. h. einer 


dreigliedrigen Gruppe sechster Ordnung) hingen ersichtlich 
von 12 Constanten ab. Demgemiiss kann man nach denjenigen 


R, fragen, fiir die sechs ihrer zehn Doppelpunkte ganz be- 
liebig gewihlte Argumentenpaare (w,v,) besitzen. Man denke 


sich eine Curve mit dieser Eigenschaft gegeben. Dann lege 
man ein Dreieck, dessen Seiten immer zwei der sechs Doppel- 


punkte enthalten. Dann giebt es in der Gruppe der Ri 
drei Formen der Art: 
CD) cys elisha ae teas deste cae 

wo (w,v,) die Wurzeln der quadratischen Form f, sind: wiihrend 
die f,.) fay» fg drei unbekannte quadratische Formen vorstellen. 
Sollen die (w, v,) in der That Doppelpunkten zugehéren, so 
sind sechs Bedingungen dazu nothwendig und hinreichend von 
der Form: 

cy feasts etal 
fy: feted = u, fy Tests 


wo die Variable 4 links durch w,, rechts durch v, ersetzt ist. 


fy +f: A 


A = 2, 


Dies liefert zur Bestimmung der sechs Unbekannten (der 
Restpunktepaare der Seiten des Dreiecks oder der Wurzeln 
von f 15> fay fog) Sechs Gleichungen., 


*) Das erste Mal in Nr, 132 zu einer Form sechster Ordnung und 
ihrer conjugirten Gruppe. 
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Aber eine solche Bestimmungsweise ist bekanntlich un- 
- sicher: die sechs Gleichungen (2) kénnten abhiingig von ein- 
ander sein, und somit auch die Wurzeln der fs 

Dann gibe es im Allgemeinen keine aus (1) 
(wo die f die vorgegebene Bedeutung haben sollen) 
zusammensetzbare dreigliedrige »(R,)*-Gruppe: 
-wiirde es aber im besondern eine geben, so auch 
unendlich viele. 

Die Unméglichkeit des letzteren Falles soll dargethan 
werden: dann existiren Lésungssysteme von (2). Nun aber 
existirte fiir den Fall w, =v, nach Friiherem nur eine end- 
liche Zahl von (5) Lésungen: also auch im Allgememen und 
zwar dann wie wir wissen ; die -gleiche  Zahl.: <q. > 6. 4d: 
Somit gilt: 

a),Beibeliebiger(nur nicht specieller*)) An- 
nahme der (wu, v,) d.i.der f, giebt es fiinf Loésungs- 
systeme fir die Coefficienten derf.., f;,, f,, in (2).“ 

193. Das Schnittpunkttheorem einer R; lautet nach dem 
allgemeinen Satz der Nr. 6: 

6) Ge=—= 0b = 0,76 — 0,~d = 9 
wo diese Formen aus den »schnittpunktformen“ a, b,, 6, dy 
durch Polarisation nach sechs Elementen entstehen. Diese 
letzteren Formen bilden die zu (1) conjugirte Gruppe, deren 
Combinanten mit denen der Gruppe der ity identisch sind 
(cf. Nr. 26). Diese Formen, mithin auch die Formen (3) sind 
demnach ganz beliebig wahlbar. 

*) Wihlt man z. B, fiir die (w, v) die Argumente der sechs Doppel- 
punkte einer RR, so giebt es, wie leicht zu sehen, unendlich viele Lé- 
sungen. Denn dann giebt es unendlich viele Curven H,, die die beztiglichen 
sechs Axen der cubischen Grundcurve 9 zu Sehnen haben. 


W. Fr. Meyer, Apolaritit. 21 
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Gemiiss der Entwicklung der Nr. 23 kann man sie auch 

so schreiben: 
(4) aja, = 0, bb. =0, ce = 9, dd = 0. 
Diese Gleichungen sagen dann aus, dass das Punktepaar og, Tt 
in Bezug auf die Flichen 
(6) &=0, 8 =0, 4=0, 4 =0 

(und damit auch in Bezug auf das ganze aus ihnen linear con- 
stituirte ,Gebiisch*) conjugirt sind. Jede Fliche des Gebiisches — 
stiitzt die Normcurve N,. 

Werden die partiellen Differentialquotienten von a. nach 
o, mit A, bezeichnet, analog die von b= mit B. etc., so liefert 
die Elimination der t aus (4) das biquadratische Schnittpunkt- 
theorem erster Ordnung der R* (1) (oder (3)) (wegen des Aus- 
drucks ef. §. 2): 
A, 4, 4, 4, 
4, BB, B Shy 
C, C, C, C;! 
Dd, D, Le D, 

Diese Fiche vierter Ordnung, die sogenannte Jakobi’sche®) 
der Flichen (5) (d.i. der Ort der Spitzen aller Kegel ihres 
Gebiisches) heisse kurz ,die Darstellungsfliche des 


(6) F, = 0. 


Schnittpunkttheorems einer R. oder noch kiirzer 


die Darstellungstliche einer RS 

Die Punkte der Fliche sind sich involutorisch in der 
Art zugeordnet, dass zu jedem Punkte von ihr ein zweiter 
solcher gehért und zu diesem wieder der erste, die dann die 


Gegenecken eines der Normeurve N, umschriebenen gemein- 
samen Polsechsflachs des Gebiisches (5) bilden, mithin neun 
weitere solche Punktepaare (als die weiteren Gegenecken des 
Sechsflachs) nach sich ziehen. 

Die Schnitipunkte von F', mit NV, sind durch die Funkti- 
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_ onaldeterminante der Formen am, b,, &, d, gegeben, stellen 


somit nach Satz pg. 41 die zwélf Wendepunkte der ay dar. 
Aus dem Begriff der Wendetangente folegt ohne Weitercs fiir 
die Fliche: 

B) ,Die Tangente der Normcurve N, in einem 
ihrer Schnittpunkte W mit Fr trifft diese in drei 
weiteren Punkten P, P,P, Von jedem geht noch 
eine Ebene an N, (A, resp. A, resp. i,).. Die drei Axen 
dieses Trieders osculiren die Fliche im Punkte W.¢ 

Eine R; besitzt bekanntlich 24 Doppeltangenten (d, e,): 
andrerseits die Fliche F', (wie jede Fliche vierter Ordnung) 
48 mit N, gemeinsame Tangenten. 

Aus dem Begriff der Doppeltangente folgt: 

Wee, Ure 43 der-Hlache / smit der. Curve. N, 
gemeinsamen Tangenten theilen sich in 24 Paare 
_ derart, dass fiir jedes Paar (d, e) die Bertihrungs- 
sehne der Fliche die Axed, e) von N, ist.* 

Jede,Gerade in der Ebene der RB; trifft sie in sechs 
_Punkten, die zehn Tripelpaare o, t bilden. Diese bilden im 
Raume gerade die zehn Gegeneckenpaare eines N, um- und 
F, einbeschriebenen Sechsflachs (eines Polsechsflachs des Ge- 
biisches (5)): also: 

6) ,Es giebt wo gemeinsame Polsechsflache 
des Gebiisches (5), die der Jacobi’schen Flaiche 
F, derselben ein und einer auf dem Gebisch 
ruhenden cubischen Raumecurve umbeschrieben 
sind.‘ 

Es seien A, A,... A, sechs Punkte der Ry auf einer Ge- 
raden. Demnach trifft die Axe (A, 4,) von N, die £, in vier 


Punkten: 
Payee 
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Ist aber (A, 4,) ein Doppelpunkt der Re so werden die 
Restpunkte unbestimmt und ihre Elemente bilden eine biqua- 


dratische Involution. Demnach haben wir: 


e)*) Den zehn Doppelpunkten (wu, v,) der R, 
entsprechen zehn Axen (w, v,) von N,, die ganz auf 
der Fliche F, liegen. Die den Punkten einer 
solehen Geraden auf der Flache involutorisch 
zugeordneten Punkte durchlaufen eine H,Curve 
(H;).4 

194. Nach Satz x) Nr. 190 bilden aber diese zehn Axen 
von N, zugleich zehn Axen einer zweiten cubischen Curve o: 
welche Beziehung hat sie zum Gebiisch (5)? 

Nimmt man ¢ fiir den Augenblick zur Normeurve, so 
gilt fiir sie gemiiss dem citirten Satze in Bezug auf die R 
dasselbe, wie fiir N,: d. h. die zehn Axen liegen auf einer 
zweiten #’,. Da aber auf dieser auch die zehn H,-Curven 
legen, die je neun der zehn Axen zu Sehnen haben, so miissen 
beide Flichen identisch sein (da ihre Schnittcurve ja von 
hoherer als der 16. Ordnung wiire). Dies liefert den Reye- 
schen®) Satz: 

S) »Die Fliche vierter Ordnung F’, die durch 
die zehn gemeinsamen Axen zweier cubischer 
Raumeurven geht (unddadurchvéllig bestimmt 
ist) ist die Jacobische Fliche eines beide Curven 
stiitzenden Gebiisches von Flichen zgweiter 


Ordnung. 


*) Die Stitze (8) bis (¢) bilden die Analogien zu den Eigenschaften 
einer H.-Fliche der eubischen Curve. 
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Die zehn Axen sind die Geraden der zehn im 
Gebiisch befindlichen Kbenenpaare. 

Das Letzte ergiebt sich hier leicht aus dem Begriff eines 
Doppelpunktes (sowie auch aus Nr. 137). Denn ist a, B einer 


der Doppelpunkte der R, so ist eine der aus den Formen (3) 
linear zusammensetzbaren von der Gestalt: 
(y) 6, =A,—a)... (A, &) — aA, — B)«-. A, — 8) 
d. h. eine Form der zur R. conjugirten Gruppe ist als Summe 
von zwei sechsten Potenzen (von (A—a) und (A— B)) darstell- 
bar. Dann aber wird die zu (8) gehérige Fliche: 
(9) A> =< B =0 

wo A = 0, B = 0 die Ebenen a, 6 der Normeurve darstellen ; 
sodass das Ebenenpaar (9) zu ihnen harmonisch ist. 

Mithinist jede Axe (uw, v,) Gerade eines Ebenen- 
paares des Gebiisches (5). 

Solcher Ebenenpaare giebt es aber bekanntlich zehn *), 
Die Gleichung (9) lehrt: 

tC) »Die dem Flachengebisch des Satzes €) 


angehérigen zehn Ebenenpaare erhalt man als 
dieresp, Ebenenpaare, die zuden beidenvon je 
einer der zehn Axen an die beiden cubischen 


*) Dass es kein weiteres Ebenenpaar des Gebtisches (5) (das, wie 
sich gleich zeigen wird, ein ganz allgemeines Gebiisch ist) giebt, ist leicht 
so einzusehen. Fiir ein Ebenenpaar verschwinden alle ersten Unterdeter- 


minanten seiner Determinante (und umgekehrt sind dies fiir eine Ff, die 


nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, dass sie ein Ebenen- 
paar wird). 

Diese Unterdeterminanten sind aber fiir den Fall einer eine cubische 
Curve stiitzenden i identisch mit den Kernen der Matrix der pg. 216, 


Dann aber ist, wie damals gezeigt wurde, die Form, die die sechs Schnitt- 
‘punkte von Fliche und Curve darstellt, als Summe von zwei sechsten 
Potenzen darstellbar. Mithin muss auch jedem Ebenenpaar des Gebtisches 


(5) ein Doppelpunkt der Ke entsprechen, Weren giebt es aber nur zehn. 


. -, ay" et OS ge ee, eo 


326 Die Reye’sche Apolaritit und die Normeurven. 


Curven gehenden Ebenenpaaren harmonisch 
sind.“ 

Die Wichtigkeit des Satzes €) tritt aber erst durch seine 
Umkehrung hervor (die gleichfalls schon Reye™ behandelt hat), 
indem man von einem beliebigen Flichengebiisch zweiter 
Ordnung ausgeht. Wir verfahren hier so. 

Fiir eine cubische Curve sind es drei Bedingungen, damit 
sie auf einer /’, ruht: mithin zwélf Bedingungen, sofern sie 
auf einem ganzen Gebiisch von F’, ruhen soll. 

Giibe es trotzdem im Allgemeinen keine Curve dieser Art, 
so miissten es ihrer, wenn eine existirt, wnendlich viele geben. 
Existirt aber eine, so giebt es nach Obigem weder eine u n- 


endliche Anzahl, noch mehr als eine einzige zweite, 


deren mit der ersten gemeinsame Axen die Geraden der zehn — 


Ebenenpaare des Gebiisches sind. 

»Beides folgtdaraus, dass man sechssolcher 
zehn Axen beliebig wihlen darf.* Denn dann giebt 
es, wie wir wissen, nur fiinf weitere Curven, die diese sechs 
Axen ebenfalls zu solechen haben, und unter diesen nur eine, 
fiir die auch die vier weiteren Axen solche sind. q. e. d. 
Dies ist die Reye’sche*) Umkehrung von {): 

€.) »Hs giebt zwei cubische Raumeurven, die 
auf einem Flichengebiisch zweiter Ordnung 
ruhen. lhre gemeinsamen zehn Axen sind die 
Kanten der zehn Ebenenpaare des Gebiisches.* 

Daraus folgt dann wieder: 


*) [Die Siitze 7) C4) glaubte ich als neue gefunden zu haben und 


habe sie in dieser Meinung auch in der kurzen Note Math. Ann. XXI 


pg. 133 mitgetheilt. Herr Reye war so giitig, mich darauf aufmerksam 


zu machen, dass sie sich bereits in seiner Abhandlung Crelle’s Journal 
Bd, 82 pg. 78, 79 befiinden, was meinem Gediichtniss entfallen war, da ich 
diesen Aufsatz schon vor mehreren Jahren gelesen hatte. 

Nachtriigliche Bemerkung,. Anfang Februar 1883.] 
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,) »Die Saitze 8) bis e) gelten fiir beide cu- 
bische Curven (d, N,) ganz gleichmissig.¢ 

Also ist z. B. jedes (in Bezug auf das Flachengebtisch) 
conjugirte Punktepaar der Flaiche F', ein Paar Gegenecken 
von zwei Polsechsflachen des Gebiisches, von denen das eine 
der einen, das andere der andern cubischen Curve umbe- 
schrieben ist. 

Da man aus den sechs cubischen Curven, die sechs_be- 
liebige Raumgerade zu Axen haben, 15 Paare bilden kann, so 
gilt auch der Satz: 

C) »Nimmt mansechs beliebige Raumgerade 
als Kanten von sechs (noch unbestimmten) Ebenen- 
paareneines Flichengebiisches zweiter Ordnung, 
so giebt es fiinfzehn solcher Gebitische, denen 
fiinfzehn Jacobische Flichen zugehoren.“ 

Diese Betrachtung ist thnlicher Natur wie die von Rosanes®) 
angestellte , der von vier Kanten von vier *) bestimmten 
Ebenenpaaren ausgeht und daraus die sechs folgenden Kanten 


bestimmt. 


§. 32. 


Fortsetzung. Das Schnittpunkttheorem der Ay, auf der 
cubischen Curve studirt. 
195. Unser Flichengebiisch zweiter Ordnung (5) schneidet, 


‘wie wir wissen, aus der Normcurve WN, (d. h. der einen der 
beiden auf ihm ruhenden cubischen Curven, auf die wir uns , 


jetzt wieder beschriinken) das ,,Sextupelgebiisch“: 


*) Diese Aufgabe kommt also wegen Satz ¢,) auf die andere hinaus; 
Eine cubische Raumcurve zu construiren, die vier gegebene Raum- 
gerade so zu Axen hat, dass das von je einer derselben. an die Curve 
gehende Ebenenpaar immer einer bestimmten (Ebenen-) Involution (zweiten 


Grades) angehért. 
Solcher Curven giebt es dann nach Obigem zwei ete. 


Die Reye’sche Apolaritit und die Normeurven. : ae 
(10) L =A, a, $A, b, +4, 4 +A EH 9) 
aus. Die dazu conjugirte Gruppe sei bezeichnet mit 
(11) M=p, @ + By Br BY 
wo die 1, wie in (10) die 2, variable Constanten sind. 
Zu jeden Sextupel M von Ebenen der Curve N, gehort 


eine bestimmte Fliche zweiter Klasse ®,, die diese Ebenen 


os 
to 
oD 


mit N, gemein hat und zugleich auf N, ruht. Der ganzen 
Gruppe (11) gehért also eine Schaarschaar von Flichen ® 
zu: sie heisse M,. 


gebiisch das Gebiisch L,, Dann wissen wir nach Satz Nr. 128: 


In gleicher Weise heisse unser Flichen- 


n) Die auf der Curve N, ruhende Schaar- 
schaar M,ruhtauch auf dem die Curve N, sttitzen- 
den Gebiisch L, und zwar besteht sie aus allen auf der 
Curve und zugleich auf dem Gebiisch L, ruhen- 
den ®,.“ Und umgekehrtstiitzt das Gebtisch L, 
die Schaarschaar M, und zwar bestehtesaus allen 
die Curve und die Schaarschaar M, stitzenden Ff.“ 

»Dics ist das quaternire Gegenstiick zu dem 
biniren Satze, dass die Gruppen Lund M conju- 
girt sind.“ 

Nun bildet aber die Gruppe (10) ,,L“ die Gruppe einer 
R;, deren Schnittpunkttheorem durch 

(12) «= 0, 8, =0, y, = 0 oder auch durch 

MS Uy Mot ty Bec Yg = 0 
gegeben ist. 

Aus M, geht aber nach pg. 199 die Gleichung der Schaar- 
schaar M, in der Weise hervor, dass wir aus (12) zuerst die 
Gleichungen 


(18) of = 0, 67 0, v2 = 0 oder auch 
Mo= Mi, = Hy % + Me Bo +H, vo = 0 


Sia ZY a 7 s 
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und aus ihnen sodann mittelst der Substitutionen : 
fe) 


o 
(14) pu, = 9,, pu, = — se pu, = ie pu, = — 9, 


die entsprechenden bilden: 
(15) M, —-M) =p, Ae + IX, Be + IH HDs 0 
»VDemnach stellt (15). die Schaarschaar M, 
dar.“ 
Solange es aber nur auf die Kigenschaften der Gruppe 
(10) resp. ihres Schnittpunkttheorems (12) ankommt, beniitzen 
wir lieber die letztere Gleichung resp. die sie ersetzende (13) 
und iibertragen das so Gewonnene auf die Schaarschaar M 


196. Eine i. besitzt bekanntlich acht dreimal beriihrende 
Ebenen. 


In der That miissen diese durch die gemeinsamen Werth- 
systeme o von (13) gegeben sein. Diese Gleichungen stellen 
aber ein die Curve ae stiitzendes Flichennetz zweiter Ord- 


nung MW dar: ihre 8 Grundpunkte die gewiinschten Werth- 
systeme o. 

»Vermoge der Substitutionen (14) ist die Schaar- 
schaar M,die dem Netze M,im Nullecomplexe der 
Curve N, conjugirte*).® 

x) ,Somit reprdsentiren die acht Grund- 
ebenen **) der Schaarschaar M,, bezogenaut N,, die 


acht dreimal beriihrenden Ebenen der site (10).¢ 


*,) ,Durch irgend vier***) (beliebig annehm- 


*) Denn die Substitution (13) ordnet jedem Punkte die durch ihn 
gehende Ebene des Nullcomplexes von N, zu. 

**) Die acht ,Grundebenen“ einer Schaarschaar von Flichen zweiter 
Klasse stehen den Grundpunkten eines Netzes von Flaichen zweiter Ord- 


nung dualistisch gegentiber. 
#**) Da die Darstellungsformen der (auf die Normceurve N, bezogenen) 


8 Grundebenen der Schaarschaar ~ diejenigen acht cubischen Formen 


+n 
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bare) Grundebenen ist unsere ganze Configu- 


ration eindeutig bestimmt.* 

sind, deren Quadrate sich in der Gruppe L befinden, und zwischen irgend 
fiinf Formen dieser Gruppe stets cine lineare Identitiét herrschen muss, 
so gilt der interessante Satz (iiber den noch allgemeineren Satz cf. 
Kap. Il): ; 

»ylrgend vier cubische (bin&re) Formen bestimmen im 
allgemeinen stets vier andere, sodass nicht nur zwischen 
solehen acht Formen selbst (wie bekannt), sondern auch 
zwischen ihren Quadraten vier lineare Identitaiten statt- 
finden. Solche acht Formen stellen immer die Grund- 
puunkte eines eine cubische Raumecurve sttitzenden 


Flichennetzes zweiter Ordnung dar.“ 


In dieser Gestalt erkennt man sofort die Verallgemeinerung des ~ 


terniren Satzes pg. 241: 

yIrgend drei quadratische Formen bestimmen im allgemeinen stets 
eine vierte, sodass zwischen den Quadraten der vier Formen eine lineare 
Identitit gilt. Solehe vier Formen stellen die Grundpunkte eines einen 
Kegelschnitt 9 sttitzenden Kegelschnittbiischels dar.“ 

Es mége hier ein noch einfacherer Beweis dieses Satzes mitgetheilt 
werden, der zugleich den Sinn der Identitit klarer macht. 

Von den Grundpunkten (u, = ()). NS ae 0, ithe 0, wee 0) eines 


gy stiitzenden Kegelschnittbiischels waren drei beliebig annehmbar, der 
vierte eindeutig bestimmt. Die Punkte bildeten ein Polviereck von 9. 
Daher muss bekanntlich » in der Form darstellbar sein: 

9— 2k, ur = 0. 

Setzt man daher statt der w; die quadratischen Formen ein, die die 
von den Punkten an 9 gehenden Tangentenpaare darstellen (d. h. sucht 
man die g mit sich selbst gemeinsamen Tangenten), so muss die Gleich- 
ung fiir 9 in die gewiinschte Identitiit tibergehen. g. e. d. 

Wir wollen bei dieser Gelegenheit noch einige besondere Falle in’s 
Auge fassen. Liegen drei der Punkte in gerader Linie g (d. h. verschwin- 
det die Combinantinvariante der zugehérigen quadratischen Formen 
Div: 9)» so zerfillt das © stiitzende Biischel in die Gerade g und das 


Strahlbiischel P, der zu gy in Bezug auf 9 conjugirten Geraden. 


Somit ist der Pol P, von g der gesuchte vierte Punkt, und der 


Satz bleibt yollkommen erhalten, 
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In der That giebt es nur eine einzige Schaarschaar 
_M,, fiir die sie vier der (acht) Grundebenen sind, und die auf der 


Curve NV, ruht. Damit ist aber auch das Gebiisch L, bestimmt, 
Statt der drei ersten 9 kann man dann irgend drei lineare Combi- 


nationen derselben wihlen, ohne dass die vierte Form 9, sich indert, 


Fragen wir jetzt, wann der Satz nicht mehr gilt d. h. wann die 


vierte Form 9, unbestimmt wird, so kann dies nur eintreten, wenn 
alle Kegelschnitte des durch die drei ersten Punkte (P, P, P,) bestimmten 
Netzes 9 stiitzen, im Speciellen also auch die drei Seitenpaare des Drei- 
ecks P, P, Ps. 

Dann muss jede Seite zu jeder andern conjugirt sein (in Bezug 
auf 9) d. h. das Dreieck ein Poldreieck von © sein. Dann findet (in- 
dem man beweist wie oben) zwischen den Quadraten der drei > eine 


lineare Identitiit statt und umgekehrt bedingt dies die Existenz eines 


Poldreiecks. Dann bilden die Formen der zugehérigen Ri-Gruppe eine 


Involution auf derjenigen Geraden, die einfach gezihlt die Ri jetzt darstellt. 

Nach Friiherem (pg. 109) stellen die Ecken eines solchen Poldreiecks 
(von ©) die Covariante © einer biquadratischen Form f d. h. die Doppel- 
elemente der Involution f + 4 H = 0 dar. Die siimmtlichen Kegel- 
schnitte, die aus 9g die Formen dieser Involution ausschneiden, sind alle 


diejenigen, die das Dreieck PB P, P, zam Poldreieck haben, 


Die zur Involution f + & H conjugirte Gruppe stellt eine solche Be 
dar, deren Wendepunkte in den Doppelpunkten liegen. Dann giebt es 


noch eine o’-Schaar von Wendekegelschnitten (cf. pg. 284) d. h. die 
quadratische Combinante @ der Gruppe (und damit der Involution) ver- 
schwindet identisch. Umgekehrt ist dies wieder die Bedingung eines Pol- 


dreiecks (9 9 9), wie die Bildung von @ direkt zeigt. Die zur Invo- 
pepe iee fens 


lution f + & H gehorigéu Curven /, und H, (ef. Nr. 147) fallen beide 
in unser Poldreieck. Man hat demnach als Resultat: 
»Der Satz tiber die lineare Identitat der vier quadra- 


tischen Formen ¢ 9, 9% 9, versagt, wenn zwischen den 
» ‘ 2 Pe ' 


Quadraten von dreien der ¢ eine lineare Identitat 
herrscht, d.h, wenn drei der o einer Involution angehiéren 
undumgekehrt, Diese Involution ist dann von der Form 
f +k H und die Combinante @ das Product der drei ?) 
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197. Ferner besitzt, wie man weiss, eine Re sechs vier- 
fache Sekanten (die auf der einzigen durch die Curve gehen- 
den Fliiche dritter Ordnung eine halbe Doppelsechs bilden). — 
D. h. algebraisch : : . 

d) ,In der Gruppe L (10) giebt es sechs Involu — 
tionen (sechsten Grades), deren jede in ein 
festes Quadrupel und eine Involution zweiter 
Ordnung zerfillt.¢ 

Daraus folgt mit Anwendung der Sitze pg. 256 und 
pg. 237 anm. sofort: i 

X,) »in unserem Gebiisch L, (das die CurveN, 


stiitzt), giebt es sechs ausgezeichnete Bischel, 
die aus der Curve N, (je vier feste Punkte abge- 
rechnet) eine Involution zweiter Ordnung aus- 
schneiden. ; 

Jede derselben besitzt ein Paar von Doppel- 
elementen. 

Die fiinf biquadratischen Involutionen, die 
diese sechs Paare zu Elementenpaaren besitzen, | 
habenjedesechs Doppelelemente. 

Die fiinf Sextupel werdenvon fiinf Flichen 
des Gebiisches aus der Curve N, ausgeschnitten. 


Dies sind zugleich die finf H,Flichen des 


Gebiisches d. h. solehe, denen (zweifach) unend- 


withrend das vierte 9 identisch verschwindet, wie auch 
die quadratische Combinante Q der Involution. Das Pol- 
dreieck (0) stellt zwgleich die dieser Involution “zug e- 
hérige F.-und H,-Curve dar,“ 

Andrerseits hat dann die der Involution (auf der cubischen Curve 
betrachtet) zugehiérige Fliche H, die Kigenschaft, im Nulleomplex der 
Curve sich selbst conjugirt zu sein, 

Damit ist zugleich die friiher aufgeworfene Frage nach der besondern 
Natur der Involution f + k& H erledigt. 
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‘lich viele Tereneae: ein- und der Curve um be- 


~schrieben sind.“ 


Den letzten Satz von 1,) kénnen wir separatim so formuliren: 

d,) ,Inirgend einem Flichengebiisch zweiten 
Grades giebt es je fiinf H,-Flachen der beidenauf 
ihm ruhenden cubischen Curven.“ 

Besonders beachtenswerth ist aber, dass hier der Zusam- 
menhang zwischen der Theorie einer biquadratischen Involu- 
tion und der einer drei- (vier-) gliedrigen Gruppe sechsten 


Grades, der schon oben betont ist, klar hervortritt. Denn ver- 


mége der bekannten Abbildung der einen einer R einbe- 


schriebenen Fliiche dritter Ordnung auf die Kbene (des Norm- 


_kegelschnitts), die dem Satze i, implicite zu Grunde liegt, 


erkennt man, wie die obigen Raumsitze tiber die Ri (und 
damit zweier cubischer Curven) sofort auf die Configuration 
der durch sechs Punkte einer Kbene gehenden H,-Curven 
eines Kegelschnitts iibertragen werden kénnen. 

198. Welche Eigenschaft der Gruppe (11) entspricht der 
Higenschaft A) der conjugirten Gruppe (10) ? 7 

Die Antwort lautet: 

d,) pis giebt sechs Quadrupel (ds. die des 
Satzes A) 6,,, 6, 5,, 5, (= 1,..6) von derArt, dass 
die sechs Poe ee ee Involutionen der Gruppe 


(11) die Form annehmen: 
(16) 2s (a, + hb ) (A—6, By 


Dies sind Be ae die einzigen Involutionen 
der Gruppe (11), deren Formen als Summen je der- 
selben vier sechsten Potenzen darstellbar sind.‘ 


Erster Beweis. 

Wir gehen vom Satze A) aus. Hines der Quadrupel sei 

- § § 5 Dann ist die nothwendige und hinreichende Be- 
5, 2°83 “4 8 


se 
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dingung fiir seine Existenz, dass die drei Schnittpunkt- 


gleichungen : 


WN Ce ere ==0) ==) ==) 
(17) as 5 aad hy Bs 8 584%, Ay Ng 5858,5, Agape 


sich auf eine reduciren, d. h. genauer, dass es noch eine oc!- 
lineare Schaar (Involution) von Paaren A, A, giebt, die diese 


Gleichungen befriedigt. Nennen wir die nach den 6 opus 
zweiten Differentialquotienten von %, ,A,,, A,,, A,.*, analog 


die von B), y;, so schreibt sich (17) auch so: 
3, A, +9, A, +9, A,, = 9 
_ (18) 6, By o, By 9, B= 9 
GD og atretaie aie One 
* Ay +A B, tery = 
oder auch (184) jx A, + AB, +p Dy, = 
KA eel eae 


F Te) ae 
Dann muss es also auch ein o -lineares System von 
Werthsystemen (x, A, 1) geben, die (18*) befriedigen. 
Aber diese Gleichungen (18*) sind, wie wir wissen, die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, dass sich die 
Form 


(19) f= xa, -F AB, + BY) 


als Summe yon den vier sechsten Potenzen (A—8)° dar- 
stellen lisst. 


Da es aber ein « *-lineares System von Werthen (x, A, 1) 
giebt, so auch eine Involution von Formen (19) (d. h. der 
Gruppe 11), die die Form (16) annehmen. 

Genau in der umgekehrten Weise beweist man die Um- 
kehrung des Satzes. 

q..6. d. 
Zweiter Beweis. 

Zuerst verfahren wir wie oben. Fiir ein Quadrupel des 

Satzes A) (6, 6, 6, 6,) miissen die drei Schnittpunktgleichungen 


\ 


ey Be Ee gS Cia eS See ae oe ke Fete 
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pA Lovo); Bene, x. ==0 


wenn man fiir vier der sechs Elemente i, See i, die 6 ein- 


setzt, sich auf eine reduciren d. h. man muss aus (12) drei 
solche Formen linear zusammensetzen konnen, so, dass zwei 
von ihnen fiir unsere Substitution identisch verschwinden. 
Man bezeichne mit (A) die Form 
(20) (A) = A@—A,) AHA)... (A—),). 
Soll nun eine in den s, lineare und ganze Funktion fiir 
s 


irgend eine der Substitutionen 6, =A, (sh = 1.. 6) ver- 


schwinden, so ist sie bekanntlich mit (6,) identisch. 


Soll sie verschwinden fiir die Substitutionen 6, = A,, 
oA? = hk’ =1,2.. 6), so kann sie nur von der Form sein: 
k, (6,) + &, b (6). 

So fihrt man fort. Soll sie endlich verschwinden, wenn 
man fiir irgend eines der  setzt 6,: fiir irgend ein zweites 6,: 
ein drittes und viertes resp. 6,, 6,, 80 ist sie nothwendig von 
der Form: . 

(21) 36, =k, v,) + & v6,) + &, v6) + &, vG,). 

Somit giebt es fiir jedes Quadrupel 6, 6, 6, 6, des Satzes A) 
zwei (linear unabhingige) Formen der Gruppe (12) (und damit 
auch alle aus ihnen linear zusammensetzbaren), die die Gestalt 
(21) annehmen. 

Fir 4, =A, =...A, gehen aber einerseits die Formen 
(12) in die zu (10) conjugirte Gruppe tiber, andrerseits die 
siimmtlichen Formen (21) in (16). 

q. ed. 

In dieser Weise ist der Satz A,) eine Verallgemeinerung 
des Satzes pg. 293: cf. den ganz allgemeinen Satz Kap. III, fur 
den der Beweis ganz analog ist, wie die beiden eben gefiihrten. 


Zwischen den sechs Quadrupeln (6) findet ein einfacher 


Zusammenhang statt. 


\- a ed | g Sh 1) ce ey. eee <- 
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d,) Mankann irgend dreider sechs Quadrupel 
(6) beliebig annehmen: dann sind die drei tibrigen 
eindeutig bestimmt. i 

In der That, bei der schon 6fters beniitzten Abbildung 
(der durch die Rf gehenden F’, auf die Ebene) gehen die sechs 
Quadrupel (8) iiber in diejenigen, die die durch je fiinf von ~ 
sechs Punkten gehenden Kegelschnitte aus einem festen (Norm-) 
Kegelschnitt ausschneiden. 

Nimmt man somit auf dem letzteren irgend drei Quadrupel 
an, so hat man drei Kegelschnitte durch sie so zu legen, dass 
sie drei Punkte gemein haben. Solcher Punktetripel giebt 


: . : 2 o- . 
es aber nur eines, das die Doppelpunkte einer /) reprasentirt, 


deren Gruppe sich aus den drei gegebenen Quadrupeln linear 
zusammensetzt. 
qreru: 

199. Wenden wir diese Ergebnisse auf unsere aus Ge- 
biisch L, und Schaarschaar M, bestehende Figur an, so haben 
wir nur noch zu bemerken, dass die einer Form 6, (21) ent- 
sprechende Fliiche é: = 0 und damit auch die zugehérige 
Klassenfliiche A‘ = 0 sich als Summe von vier zweiten 


Potenzen darstellen lisst, die = 0 gesetzt, die Gleichungen 
der vier Ebenen 6. resp. der vier Punkte 6 der Normcurve 


(N,, V,) sind. Dann gilt mithin nach Obigem der Satz: 

4.) »Die sechs der Curve einbeschriebenen 
Tetraeder des Satzes 4.) (die zugleich den ge- 
meinsamen Grundcurven (vierter Ordnung) von 
sechs Biischeln des Gebiisches L, einbeschrieben 


sind), sind zugleich Polvierflache von sechs Schaaren 
der Schaarschaar M 


4: 
Drei dieser Tetraeder kann man ‘der Curve 
beliebig einbeschreiben, dann ist unsere ganze 


Configuration dadurch eindeutig bestimmt.é 


ag he hae” 5 Sy dle Si? Sk ae ~ £, es a = 
Free VT ay VGN. se 
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Ganz analog dem Satze A,) (und seinen Beweisen) spricht 
(und beweist) man folgende Satze tiber die conjugirten Gruppen 
M, L der E und R; aus: 

pw) L ,Jede Form der Gruppe M istaufo! Arten 
_als Summe von vier sechsten Potenzen darstell 
bar. Die diese Darstellung leistenden Quadrupel 
sind die simmtlichen Klementenquadrupel der 
Gruppe Lund zwar gehort zu jedem solchen Qua- 
drupel nur eine Form M und eine FormL.4 

Il. ,Es giebt o* Formen der GruppeM, die als 
Summen von drei sechsten Potenzen darstellbar 
sind. Die beziiglichen Elemententripel entsprechen 
den dreifachen Sekanten demi. d. h. denjenigen 
Involutionen der Gruppe L, die einen festen cu- 
bischen Factor haben. 

Jedem solchen Tripel entspricht eine solche 
Involution der Gruppe L und eine bestimmte 
Monm der Gruppe MM.“ 

Ill. ,Es giebt o” Formen der Gruppe L, die 
als Summe von drei sechsten Potenzen darstellbar 
sind. Die beztiglichen Hlemententripel sind die 
simmtlichen Elemententripel der Gruppe M. Dieser 
letztere Satz ist nur der algebraische Ausdruck 
fiir die Existenz der Fliche /,, der Jacobi’schen 


des Gebiisches L,.“ ete. 
Diese Sitze sind wieder ohne Weiteres in ihre geometrische 
Form zu kleiden z. B. Satz II. und I: 
eID) ,»Die Ebenen der in der Schaarschaar M, 
befindlichen Kegelschnitte umhiillen bekannt- 
lich eine Curve sechster Klasse*). Irgend eine 


*) Diese ist also ein- eindeutig abgebildet auf die Curve vierter Klasse 


B (M) = 0, die aus der EF (11) diejenigen Sextupel.ausschneidet , fiir 


W. Fr. Meyer, Apolaritit. 22 
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Schmiegungsebene derselben trifft die Curve Ne 


in drei Punkten, durch die ein Biischel des Ge- 
biisches L, gehtundumg. Speciell ist diese Curve 


also den sechs Tetraedern des Satzes (A,) einbe- 


schrieben.® *) 


w I) ,Geht durch vier Punkte der Curve N, 
eine Fliche des Gebiisches L,, so ist ihr Tetraeder 


Polvierflach einer bestimmten Fliche der Schaar- 


schaar M, und umg.* etc. . 

Die weiteren zahlreichen Anwendungen der R- und Ri. 
Gruppen auf unser Fliichengebiisch L, seien dem Leser iiber- 
lassen. Statt der Curve iN kann man natiirlich immer auch 
die zweite auf L, ruhende cubische Curve substituiren. 


Desgleichen mag auf die Untersuchung der vielen spe- 
ciellen Arten von Jacobi’schen Fliichen eines Fliichengebiisches 
zweiter Ordnung verzichtet werden. Besonders treten hervor 
einmal das Gebiisch mit sechs gemeinsamen Grundpunkten, 
von dem man zur Hierholzer’schen*) **) Fliche gelangt, und 


welche die Invariante B (cf. Nr. 137) verschwindet. (Dualistisch gesprochen) 
kann man demnach die bekannte Hesse’sche Abbildung der Kegelspitzen- 


curve eines Fliichennetzes zweiter Ordnung auf eine ebene allgemeine Curve 
vierter Ordnung noch auf © Weise so vollzichen, dass die letztere Curve 


eine ,Curve B“ wird, da es noch »® eubische Curven giebt, die auf einem 


I’,-Netz ruhen. 
*) Irgend dreien dieser Tetraeder kann man nach Satz pg. 221 eine be- 
stimmte Fliche zweiter Klasse einbeschreiben. Dann sind die zwélf Ebenen 


der drei Tetraeder gerade diejenigen, die sie mit der Curve sechster Klasse 
gemein hat. 


**) Haben die Flichen des Gebiisches (5) einen Punkt (A, ry Ag) ge- 
mein, so sind andrerseits dies die Argumente einer dreifachen Tangente 
der td Also ist das ebene Bild der Hierholzer’schen Fliiche eine R 


mit sechs dreifachen Tangenten, die 18 von den 24 Doppeltangenten der 
Curve absorbiren. , 
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zweitens das Gebiisch der ersten Polaren einer Fliche dritter 
Ordnung, dessen Jacobi’sche Fliche mit ihrer Steiner’schen 
Kernfliche identisch ist. Nur der letzteren sei ein specieller 
Excurs gewidmet. 

Dagegen mége noch Einiges iiber die Bestimmungsarten 
éiner biquadratischen Involution, sowie ihre Erzeugung auf der 
cubischen Raumcurve am Schlusse unseres zweiten (Haupt-) 
Capitels Platz finden, um so die Theorie dieser Involution in 
gewisser Richtung abzuschliessen. 


Excurs. 200. Wir behandeln hier die Grundlage einer 
Apolarititstheorie der allgemeinen Fliche dritter Ordnung und 
ihrer Steiner’schen (Kern-)fliche. 

Gehen wir vorerst von der Fliche dritter Ordnung aus. 
Diese ist bekanntlich nach Sylvester als Summe von fiinf Cuben 
darstellbar (und nur in einer Weise): 


1) F= 34. A°=0 G=1) 2,3, 4, 5). 
) at ut 


Dabei sind die Ebenen A, = 0 die des ,,Pentaeders“ der 
Fliche, dessen 10 Kanten auf der Steiner’schen Fliiche von F' 
(der Jacobi’schen ihres Polarengebiisches), deren Gleichung 


von der Gestalt ist: 


, 


3 a= ———- 

(2) S=2 A = 0 
liegen. Wir wiihlen irgend eine der (# =) Schaar von den dem 
Pentaeder einbeschriebenen cubischen Curven zur Normeurve 
Ne ‘Die Argumente der fiinf Ebenen seien «. Dann kann 


man setzen: 
= Qe io aa8 
Ao SO aS? Soe. 


Dann ergiebt sich: 
oy ee =m r ZT —() it 9 2 
ine (> 1) 2k A, a, (r = 0, 1, 2,3) 
Ss. i 


und die Bedingung fiir ein in Bezug auf I’, = 0 conjugirtes 


Punktepaar (0, t) lautet: 
22 * 
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(5) Dk, at A; (c) A, (t) = 9. 
Gehen von den Punkten o, t resp. die Ebenen (A,, A,, A,) 
(A,, As) A,) an N, und setzt man 
(6) $(A) = (A—A,) (A=A,) « » » - AA) 
so ist die Form (5) identisch mit: 
(5) 2k, ot (a) = 0. 
Andererseits bestimmen wir die Schnittpunkte der Fliche 
F und ihres Polarengebiisches mit der Curve N,. Es schneidet 
F die Curve in den neun Punkten: 
(6) f=Xk, A—a)’ =0 
und ihr Polarengebiisch in dem Sextupelgebiisch der Gruppe: 
() f.= Uk, A—a%,)'=0 (r=0,], 2, 3). 


I. ,Die Gruppe (7) ist keine andere als dieder 
dritten Polaren der Form (6). Aus ihnen geht 
durch Polarisation nach sechs Elementen A die 
Gruppe (5) hervor. Diese ist das Schnittpunkttheorem 
einer Li mit dem fiinffachen Punkt (a, %,, a, a, a). 
Daher stiitzteine Fliche dritter Ordnung F jede 
ihrem Pentaeder einbeschriebene cubische Raum- 
curve und umgekehrt ruht eine gegebene cu- 


bische Curve auf der ganzen(o* linearen) Schaar 
von Flichen dritter Ordnung (1), die ein gege- 
benes der Curve umschriebenes Pentaeder zu 
ihrem ,Pentaeder* haben. Die zehn Kanten des 
Pentaeders sind die gemeinsamen Axenaller (co *) 
ihm einbeschriebenen cubischen Curven. Durch 
diese zehn Geraden geht noch eine oo lineare 
Schaar von Flichen vierter Ordnung S, von denen 


jede die Steiner’sche Fliche einer bestimmten 
der Flichen F ist.¢ 
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Dies fliesst unmittelbar aus den Entwicklungen der letzten 
Nummern. 

Hine weit gréssere Wichtigkeit hat aber die 
Umkehrung unseres Verfah rens, indem man von 
einer R* mit fiinffachem Punkt (a) ausgeht. Da ein solcher 
drei Bedingungen erheischt, so kann das Schnittpunkttheorem 
dann nur noch von 12 — 3 = 9 Constanten abhiingen, also 
ausser den « noch von vier. 

In der That, verfihrt man wie in Nr. 198, so gclangt man 
zu folgender Form des Schnittpunkttheorems: 

(8) Xa, Ha )=0 2d, da)=90 ev(a)=0 Ld dba) =O 
mithin die Gruppe ihrer Schnittpunktformen : 
(9) da, (A—a,)", x 0, (A—a,)", Be, (A—a,)", Bd, (A—a,)”. 

Il. ,Diese Gruppe (9) ist die Gruppe der dritten 
Polaren einer bestimmten Form neunten Grades 

(6) f=2k, (A—a,)” Es 

Enthalt daher eine dreigliedrige Gruppe 
sechster Ordnung eine Involution mit einem 
festen Faktor fiinfter Ordnung, so ist die con- 
jugirte Gruppe durch die nach drei variabeln 
Constanten p,, pf, %, polarisirte Form einer be 
stimmten Form neunten Grades (6): 

OD Slastig vg 
dargestellt.“ 

Wir haben nun den ersten Theil des Satzes zu beweisen, 
da der zweite nur der daraus folgende algebraische Ausdruck 
der Existenz des fiinffachen Punktes der i ist. 

Die Gruppe (9) hingt ausser von den « nur von den (yvier- 
reihigen) Determinanten der Coefficienten a,, 0,, ¢,, d, ab. Diese 
seien mit.K, bezeichnet. Sollen diese identisch sein mit den he- 
ziiglichen Determinanten der Gruppe (7), so ergeben sich die 


- Bedingungen: 
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Ty . . . . 
(10) p= i, (p ist ein beliebiger Faktor). 


Dabei sind die D, die Differenzenprodukte baie Sy 
vier a, die den Index ¢ nicht aufweisen. 

Setzt man also voraus, dass weder eines der K noch eines 
der & verschwinden darf, so bestimmen die Gréssen der einen 
Art eindeutig die der andern und umgekehrt.  q. e. d. 


Dann ist aber auch das Gebiisch (4) und damit die Flache — 


F eindeutig bestimmt, deren Steiner’sche Fliiche (2) die F’,- 
Fliche der R. wird, wo die Coefficienten 4,’ mit den J, in (10) 
identisch sind. 

IIL. ,,Bekanntlich ist aber eine allgemeine binire 
Form f neunten Grades stets und zwar nur auf 
eine Weiseals Summe von fiinf neunten Potenzen 
{(A—a,)"} darstellbar. Dabeisind die a die Wurzeln 
ihrer (Sylvester’schen) Canonizante. 

Andererseits geht durch irgend neun Punkte 
einer cubischen Curve (N,) stets nur eine Fliche 
dritter Ordnung F, die die Curve stititzt.“ 

In der That iiberzeugt man sich sofort, dass die letztere 
Kigenschaft einer Fliche dritter Ordnung zehn (in den Coeffi- 
cienten lineare) Bedingungen erfordert und wir wissen zugleich 
aus Friiherem, dass wenn die neun gegebenen Punkte durch 
eine Form a) = 0 dargestellt sind, die zugehorige Fliche keine 
andere ist als 

(11) #4) 348 =,0. 

Und genau wie in Nr. 137 folgt dann die Reihe von Siitzen: 

IV..,Die gur Gruppe der 0%). 12.2 3 ae 
Polaren von f apolare Gruppe stellt resp. die ® 
©", 0 ",0*, 0° (lineare) Schaar der der Curve um- 
schriebenen Polneun-acht-sieben-sechs-fiinfflache 
der Fliche dritter Ordnung F (11) dar, 
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Im letzten Fall giebtes nur ein Polfiinfflach, 
»das Pentaeder* von Fé 


Speciell mit Riicksicht auf das letztere folgt dann aus der 
Art der obigen Umfor mung unserer Formeln der merkwiirdige 
Satz: 

V. ,DieSylvester’sche Canonization der qua- 
terniren (ganzen) Form dritten Grades (d. h.ihre 
Darstellung als Summe von fiinf Cuben) ist voll- 
kommen identisch mit der Sylvester’schen Canoni- 
zation der biniren Formen neunten Grades (dh. 
ihrer Darstellung als Summe von fiinf neunten 
Rotenzen).* 

Denn dass die erstere Darstellung auch auf unserem Wege 
sich nur als eine einzige ergiebt, folgt indirekt sofort. Denn 
im andern Falle wiire auch die zweite Darstellung eine mebr- 
deutige, was, wie auch aus dem Satze IV. hervorgeht, unmég- 
lich ist. | 

Dies mag gentigen, um die Bedeutung des Apolaritiits- 
standpunktes auch fiir die Flichen dritter Ordnung erkennen 
zu lassen. Die mancherlei weiteren neuen Higenschaften, die 
aus der Ubertragung der Ri-Satze auf diese F lichen resultiren, 
mégen unberiicksichtigt bleiben. 

201. Wir haben uns die Involution urspriinglich durch 
zwei Quadrupel gegeben gedacht, d.h. wir nahmen zwei der 
Curve N, (¢) umschriebene Tetraeder an, die dann nebst noch 


unendlich vielen andern einer bestimmten Hurwitz’schen lolee 


Curve einbeschrieben waren. 

Diese Involutionsquadrupel sind leicht durch ein Flichen- 
biischel auszuschneiden, Man nehme eine beliebige Raum- 
ebene an. Diese trifft die beiden N, umschriebenen Tetraeder 
in je vier Geraden. Dann giebt es je einen Kegelschnitt, der 
die vier Geraden und die eine in der Ebene liegende Curvenaxe 
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berithrt. Diese beiden Kegelschnitte bestimmen dann eine 
Schaar. . 


v,) ,»Jeder Kegelschnitt dieser Schaar wird 
(ausser von zwei festen) von vier beweglichen 
Curvenebenen berihrt. Diese bestimmen die 
Quadrupel der Involution“ (u. dual.). 

In der That bestimmen die zwei Kegelschnitte (die selbst 
in der angenommenen Ebene durch die zwei Ebenenquadrupel 
von N, bestimmt sind) ihre Schaar gerade so, wie diese Qua- 
drupel ihre Involution, q. e. d. 

Man erhiilt aber eine noch einfachere Construktion, wenn 
man-die Involution durch drei ihrer Elemententripel bestimint 
sein lisst. 

Es gilt nemlich der Satz: 

v,) Durch irgend drei Raumpunkte P, P,P, geht 
eine einzige H,-Curve einer gegebenen cubischen 
Curve gy. Die g um- und ihr einbeschriebenen Tetra- 
eder erhilt man so. 

Man verbinde die drei gegebenen Punkte durch 
Geraden p, p, p,: die in ihrer Ebene liegende Axe 
(von ») sei a, ihre Kbenen an @ «@, a,. 

Dann bilden die Quadrupel von Ebenen von @q, 
die (ausser den festen Ebenen a@,«,) die Kegel- 
schnitte der dem Vierseit p, P,P, w einbeschriebenen 
Schaar beriihren, die gewiinschten Involutions- 


tetraeder* (u. dual.). 


Der Beweis ist dem vorigen iihnlich. Jeder Kegelschnitt 
der Schaar wird von sechs Ebenen der Curve ¢ beriihrt, von 
denen aber zwei immer die festen Kbenen a, %, sind. 


In der Schaar existiren drei zerfallende Kegelschnitte, 
die drei Paar Gegenecken des Vierseits (a P, Py Ps). Jedes 


Ripe eae ae oy = eo) i i OSS et sor : ; 
Rafe go oe eee ‘ < 3 es < 
Np aaa 
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Paar besteht aus einem Punkte P, und dem Schnittpunkt von 
a und p.. 

Mithin sind die von den Punkten P. an gy gehenden 
Ebenentripel in der That Elemententripel der Involution. Und 
die ein solches 'Tripel (P.) zum Quadrupel der Involution er- 
ginzende vierte Ebene von ¢ ist die dritte (ausser’ a, «,) vom 
Punkte (a p,) an ¢ gehende Ebene. q. €. @. 

202. Diese Bestimmungsart der Involution ist aber nur 
ein weiterer besonderer Fall: alle iberhau pt méglichen 
Fille sind mit den zugehérigen Anzahlen von Involutionen in 
folgender 'Tabelle enthalten, wo die Paare, Tripel ete. die 
gegebenen Klementenpaare, -‘l'ripel ete. der Involution bedeuten: 


Anzahl Paarel Tripel Qu: 
| drupel 
oh ee week ean eee 
(22) 1 F emer 7 a 
Pe agree Qu wal 
Pipmivias tA secu 
. are 


Dabei unterliegen die Anzahlen m, der Paare, m, der 
Tripel, m, der Quadrupel offenbar der Bedingung: 
(23) m, + 2m, + 3m, = 6%). 
Die Falle, in denen kein Quadrupel auftritt, leiten sich 


: a eee 9 

*) Genau dieselbe Bedingung galt fiir m, Sechs- m, Fiinf- m, Vier : 

] “1 . 7 Po). 

flache, die einer cubischen Curve umbeschrieben waren, wenn sie Pol 


vielflache einer (dann bestimmten) die Curve stiitzenden /, sein sollten. 
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ohne Weiteres aus dem ersten ab, indem man als Bild die R; 
zu Grunde legt und immer drei Doppelpunkte (was man sich 
durch einen continuirlichen *) Process vorstellen kann) durch 
einen dreifachen Punkt ersetzt. 

Die Fille mit Quadrupel leiten sich aus dem Verfahren 
des Beweises zu den Sitzen y) mit Leichtigkeit ab. 

Fiir den zweiten und vierten Fall gilt dann noch als 
Modification des Hauptsatzes (pg. 247): 

m) yl. Die drei Involutionen mit gemein- 
samen 4 Paaren und 1 Tripel haben noch zu je 
zweien zwei weitere Paare miteinander gemeinh 
nachdem Schema 

1. Po Py For Far 

2. HPs Pas Pes 

3. |, Fo Par Poe 
zusammen Slso 3. 2 weitere Paare*),. 


If. Die zwei Involutionen mit gemeinsamen 
2Paaren und2 Tripeln haben noch ein einziges 
weiteres Elementenpaar gemein.‘ 

Die Modificationen, die die Fliiche F’, dadurch erhiilt, sind 
leicht angebbar und mégen unterlassen werden. 

*)° Der umgekehrte Weg ist leichter zu erkennen. Eine R mit drei 
dreifachen Punkten ist dargestellt durch : . 
es = A—B,) A—By) ABs) A—yy) Are) A—y3) = % 
pay == (Aa) (A—a@y) (A—ag) (A—Yy) (A—Yq) (AY3) = 9 
|eoy Oey) Qe Oa) GHP Oc RNAceaneues 

Setzt man nun etwa suce. in 9, fiir By: (8; + ¢,): fiir ¥3 (¥g + &3) 
und in 2 fiir a, 3 (a, -{- &); wo die ¢ beliebig kleine Gréssen sind, so 
lésen sich die drei dreifachen Punkte suce. in je drei Doppelpunkte auf. 

**) Fiir eine solche RR reduciren sich die vier T - Processe T; 
‘(cf. pg. 246) auf einen, durch den nur die P, in die a tibergehen und 


wngekebhrt, 
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Desgleichen. unterbleibe die Uebertragung aller fiir die 
cubischen Raumcurven gewonnenen Siitze auf die Theorie der 
ebenen Curven dritter Ordnung, wie sie in §. 26 prinzipiell 
_erértert wurde, da im Wesentlichen keine neuen Resultate 
dabei erscheinen wiirden. 


Damit ist die systematische Vorarbeit dieses Capitels, die 
eine kiinftige Darstellung der Verkniipfung der Apolaritiits- 
verhiltnisse in Riumen von beliebig hohen Dimensionen er- 
mdglichen sollte, prinzipiell*) durchgefiihrt und es sollen im 
folgenden dritten Capitel nur noch die Grundlinien dieser 
kiinftigen in sehr allgemeinen Siitzen sich ergehenden Theorie 
angedeutet werden, indem eine Anzahl der wichtigsten 
Verallgemeinerungen der in diesem Werke untersuchten Be- 
ziehungen (zum Theil ganz ohne Beweis, um nicht zu weit 
auszuholen) formulirt werden soll, wenigstens mit Angabe der 
in diesem Werke an der betr. Stelle angewandten ganz ana- 


logen Methoden. 


*) Es ist keine Frage, dass sich im Kinzelnen noch viele Liticken be- 
finden. So z, B. ist die Invariantentheorie der biniven Form sechsten 
Grades erst zum kleinsten Theile verwerthet: so ist von der dusserst 
wichtigen Frage (von der nur ein besonderer Fall pg. 330 Anm. unter- 
sucht ist), wann eine biquadratische Involution durch sechs Elementen- 
paare (oder tiberhaupt durch sechs Bedingungen) noch nicht bestimmt 
d. h. es ihrer noch unendlich viele giebt wie z. B. wenn die 


ist, 


sechs gegebenen Elementenpaare die Argumentenpaare der Doppelpunkte 
einer Re sind, Umgang genommen, 
Dass die Theorie der EF und ae zusammenfillt mit der Betrachtung 


der drei- und viergliedrigen Gruppen scchster Ordning auf der Norm- 
curve sechster Ordnung (im Raume yon sechs Dimensionen), aus 


der durch geeignete Projektion in den gewdhnlichen Raum und die Whene 


(ganz wie in Nr. 110, 111) die Re und ie entstehen, braucht wohl nur 


angegeben zu werden, 
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Capitel III.. 


Verallgemeinerungen. 


Bass 


Der Satz iiber die linearen Identitaten zwischen den gleich 
hohen Potenzen bindrer Formen. 


203. Dieses Capitel mége als ein Anhang betrachtet 
werden, der sich zur Aufgabe setzt, einige Ausdehnungen 
von im zweiten Capitel gegebenen Entwicklungen darzulegen 
und damit zugleich die Ziele zu bezeichnen, wie sie in einer 
,allgemeinen Apolarititstheorie der Normcurven‘, 
die ich spiiter herauszugeben gedenke, verwirklicht werden 
sollen, Es stellt sich dabei immer mehr als leitendes Princip 
heraus, eine oder mehrere algebraische Formen in vorge- 
schriebene canonische Formen (Potenzensummen etc.) zu 
bringen. 

Die geometrischen Ausdriicke aus der Theorie der Riiume 
von d Dimensionen (spec. Apolaritiitsausdriicke) sind nach den 
friiheren Definitionen so einfach zu verstehen, dass sie kaum 
erliutert zu werden brauchen. So z. B. triigt (stiitzt) in einem 


solchen Raume eine Fliche »“* Ordnung F’ |, (a2 = 0) eine 
(Norm-)Curve d‘* Ordnung (und Classe) (ex, = m, N30, Leno 
wenn sie alle der Curve umschriebenen Flichen zweiter 
Classe (w;, = 0) stiitzt, und dies ist wieder der Fall, wenn die 
letzteren auf allen Polarflichen zweiter Ordnung der Fliche 


F(a. h. den Flichen a | == | == 0) ruhen (d. h. ihre 


n—2 
bilinearen Invarianten verschwinden). etc. ete. 


Die erste Erweiterung erfahre der Potenzen-Satz der 
pg. 330. Sie lautet zunichst: 


a) ,Dureh ,d+1“ binire Formen d™ Ordnung 


wy eee ae I ae aC aa ae en oes 
aie ie Niet CLA re or aats : 
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sind stets (im Allgemeinen) 2° — (d+1) = 5 weitere 
solche Formen in eindeutiger Weise bestimmt 
von der Art, dass nicht nur zwischen den simmt 
lichen 2° Formen (wie bekannt), sondern auch 
zwischen ihren Quadraten6 lineare Identititen 
stattfinden.“ . 

Oder in geometrischer Redeweise: 

a.) ,Durch,d+1¢ Punkte im Raume von d Dimen- 


sionen sind stets (im Allgemeinen) 2° — (d+1) =8 
weitere (in eindeutiger Weise) bestimmt, die mit 
den ersteren die Grundpunkte einer o*  linearen 
Schaar von Flichen zweiter Ordnung F, bilden, 


die alle eine gegebene Curve ad” Ordnung (von 
nicht specieller Natur) stiitzen.“ 

»Bezieht man die Punkte auf diese Curve als 
Nommeurve (des béeztiglichen Raumes), $0 “ist 


jeder durcheine binire Formd™ Ordnung darge- 
stellt. Dann sind die Darstellungsformen der 
pd + 1% resp.der & weiteren Punkte gerade die 
Formen des Satzes «).“ 

Der Beweis fiihrt sich genau wie dort. 

Dass nicht etwa schon zwischen den Quadraten der be- 
liebig gegebenen ,,d + 1“ Formen lineare Identitaten statt- 
finden, sieht man am besten aus der geometrischen Auffassung, 
da sonst durch die gegebenen d+1 Punkte eine hohere als 
oo” ' Schaar von F, der verlangten Art gehen miisste, was un- 
moglich ist. 

204. Frigt man in analoger Weise nach dem ent- 
sprechenden noch allgemeineren Satze fiir die Identit&ten 


zwischen den p‘™” 


Antwort *): 


Potenzen binirer Formen, so ergiebt sich als 


*) Dies sind dann auch offenbar alle linearen Identititen zwischen 
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8) Durch beliebig gegebene ,pd — (d — 1)“ 
bintire Formen d“ Ordnung sind stets (im All- 
gemeinen) pt — {pd — (d—1)} = 
(pol) 1 pir + 2p 4+ 8p **+...(d—l) p\=s 
weitere solche Formen ineindeutiger Weise und 
der Art bestimmt, dass zwischen den p™ Potenzen 
der simmtlichen p*Formen 6 lineare Identititen 
herrschen.“ ‘ 

Oder geometrisch: 

8.) ,Durch beliebig gegebene ,pd — (d —1)# 
Punkte im Raume von d Dimensionen sind stets 
(im Allgemeinen) 6 weitere (in eindeutiger Weise) 
bestimmt, die mitdenersteren die Grundpunkte 
einer ow ‘linearen Schaar von Flichen p™ Ord- 
nung F bilden, die alle eine gegebene Curve (ip 
Ordnung (die nur nicht von spezieller Natur sein 
darf) stitzen. Die Darstellungsformen der 
»pd — (d — 1)* resp.der 6 weiteren Punkte sind 
gerade die des Satzes 8).“ 

Auch hier ist die Beweismethode eine der damals ent- 
wickelten ganz analoge: sie mége jedoch an einem einfachen 


Beispiel recapitulirt werden. Es sei d=2, p= 3, also 


pd —(d —1) = 5, 6 =p —5 = 9 oS 
Demnach seien gegeben irgend fiinf quadratische biniire 
Formen: 


(1) Po Py» Py 5, Py 
dann bilden ihre Cuben eine finfgliedrige Gruppe sechsten 
Grades. Statt dieser substituiren wir vorerst eine ganz all- 


ten * gs . : . se 
n*” Potenzen biniirer Formen, die es im Allgemeinen tiberhaupt 


giebt, d. h, solange den Formen keine speciellen Bedingungen auferlegt 
werden, 
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-gemeine solche Gruppe (einer. Re) , die aus den Boren 
sechsten Grades 
(2) Xo Xv Xo X37 Xe 
linear constituirt sei. Eine Form sechsten Grades gehért dann 
der Gruppe (2) an, wenn ihre Wurzeln (A Ast x) adem 
Schnittpunkttheorem der ie (2): 
CO ee) 
gentigen. Nun erhiilt man die in der Gruppe (2) enthaltenen 
vollstiindigen Cuben *), wenn man in (3) je drei und drei der 
i gleichsetzt : 
Ce Aen eA to Anos Th) 
Dadurch gehen die Formen (8) tiber in: 


(5) ae = 0, be — QO, oder au’ us = 0, bus ps — 0, wo 


Sg, Dy 
(6) ett aly oo Pa Me 


0 


und die Gleichungen (5) ein Biischel von Curven dritter Ord- 
nung (in irgend einer Ebene) darstellen, die alle einen Norm- 
kegelschnitt der Ebene stiitzen. 

Die Grundpunkte des Biischels (5), auf den Normkegel- 
schnitt bezogen, stellen die neun quadratischen Formen dar, 
deren Cuben der Gruppe (2) angehéren. Diese ist aus irgend 
fiinf der neun Cuben zusammensetzbar, dann besteht zwischen 
ihnen und jedem der vier weiteren Cuben eine lineare Identitat, 
mithin zwischen den neun Cuben vier solche Identitiiten. 

Umgekehrt nehme man als die ersteren fiinf Cuben 
diejenigen der fiinf beliebigen Formen (1): dann sind durch 
sie die vier weiteren eindeutig bestimmt. 

Wiirde aber schon zwischen den Cuben der Formen (1) 
eine (resp. mehrere) lineare Identitiiten herrschen, so erhielte 


*) D. h. also diejenigen Lineargebilde a, = 0, die die ie an zwei 


Stellen osculiren, 


i bl 


352 Verallgemeinerungen. 


man in diesem Falle statt der zwei Schnittpunktgleichungen 
(3) drei resp. mehrere, sodass die bez. Curven dritter Ordnung 
(5) mindestens ein Netz bilden wiirden. Da es aber nur ein 
Biischel von solchen geben kann, die durch fiinf beliebige 
Punkte der Ebene gehen und einen Kegelschnitt stiitzen, so 
ist die gemachte Annahme unméglich, und der Beweis voll- 
stiindig erbracht *). 

Irgend ein gemeinsames Poldreieck des Curvenbiischels 
dritter Ordnung (5) stellt (auf den Normkegelschnitt bezogen) 


*) Die linearen Identititen zwischen den neun quadratischen Dar- 
stellungsformen der Grundpunkte des Curvenbiischels dritter Ordnung (5) 


sagen unmittelbar noch eine andere Eigenschaft dieser Punkte aus. 


Greift man nemlich irgend sechs derselben heraus (deren Gleichungen 


. ° . 5 1 . _ oa os 
U, = 0 seien), so ist. die o”° Schaar von Curven dritter Klasse K,, fiir 


die die Punkte ein Polsechseck bilden, dargestellt durch : 

Uke Ua 
und die ihr mit dem Normkegelschnitt N, gemeinsame Tangentenschaar 
durch: 

xk; 9° = 0 
wo die » die beziiglichen Darstellungsformen der sechs Punkte sind. 
Da aber zwischen je sechs unserer neun Darstellungsformen cine be- 
stimmte lineare Identitiét stattfindet, so gilt: 

»Wenn ein Kegelschnitt auf einem Curvenbiischel 
dritter Ordnung ruht, so gehért zu je sechs der neun 
Biischelgrundpunkte immer ein bestimmter Punkt der 
Ebene, der mit dem Kegelschnitt eine soleche Curve dritter 
Klasse bildet, dass die sechs Punkte ein Polsechseck der- 
selben bilden.“ 

Umgekehrt ist leicht zu sehen, dass fiir ein beliebig gegebenes 
Curvenbiischel dritter Ordnung kein auf ihm ruhender Kegelschnitt 
existirt, sondern dass eine bestimmte Combinante (dritten Grades) des 
Biischels verschwinden muss, wenn dies eintreten soll. 

Der eben angegebene Satz ist ohne Weiteres auch fiir den allge- 
meinsten Fall des Satzes 8 ($,) auszusprechen, was dem Leser iiber- 


lassen bleibe. 
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eme Form sechsten Grades dar , die der Gruppe der faut 
Cuben von (1) und damit der neun Cuben der Darstellungs- 
formen der Grundpunkte des Biischels angehért. Vier Wurzeln 
einer solchen Form (A, A, 4, 4,) kann man beliebig an- 
-nehmen: dann sind die beiden andern eindeutig bestimmt. 
- Man hat nur die linearen Polaren des Punktepaares (A,As) Asay) 
in Bezug auf irgend zwei Curven des Biischels zu construiren: 
ihr Schnittpunkt (A; A,) liefert die beiden Restwurzeln. 

Zum Beweise des allgemeinen Satzes geniigt es, noch an- 
zugeben, erstens, dass die Zahl der Constanten einer I’, die , 
(in einem Raume von d Dimensionen) eine Curve de” Ordnung 
(N,) stiitzt, gleich pd ist, denn durch irgend welche pd Punkte 
auf solcher Curve 

() f= a= 0 
geht nur eine einzige die Curve stiitzende see (Gf oNreLt2) 


(8) F’= a. 


== 0: 
Ee oa yok eo ) 
Ay Maa he 
zweitens, dass sich im Raume von d Dimensionen d Fliichen 


ter 


p~ Ordnung £, in p° Punkten treffen, die dann die Grund- 


- punkte einer oo *~1 linearen Schaar bilden. 

_ Daher kann man gerade ,pd — (d—1)* Formen d‘” Ord- 
nung ganz beliebig wihlen: dann ist alles Ubrige dadurch be- 
stimmt. 

Das Produkt der Darstellungsformen von p Punkten bildet 
dann und nur dann eine Form der durch die p* Formen des 
Satzes 8) gebildeten Gruppe, wenn sie ein Pol-p-eck der 
co *! Flichenschaar p Ordnung bilden. 


Weitere Higenschaften dieser Configuration erhalt man, 
wenn man den allgemeinen ,Stiitzsatz*, der bald zur Sprache 
kommen wird, auf sie anwendet. 

' Bezeichnet man die Zahl der gegebenen biniren Formen 
“des Satzes 8) mit g, so ist: 


W. Fr. Meyer, Apolaritat. 23 


354 Verallgemeinerungen. 


p= se +1, d= 05. 

Demnach kann man ausser der Zahl g noch die Zahl p 
resp. d ganz beliebig annehmen, vorausgesetzt, dass g—1 den 
Faktor p—l1 resp. d enthilt. Ist das eine der Fall, so auch das 
andere und umg. Die Zahlen p und d kann man selbstver- 


stindlich vertauschen. 


§. 34, 
Der Satz iiber die canonische Form der ,,Untergruppen“ von 
Gruppen bindrer Formen. 


205. Vorangeschickt werden zwei Definitionen: 


ter 


a) Ist irgend eine g-gliedrige Gruppe n™ Ordnung (von 
biniiren Formen nte* Ordnung) gegeben, und seien irgend welche 
k (k < g) linear unabhiingige Formen derselben: 

(1) Xp Xor- +> Xer 
so heisse die aus diesen zusammengesetzte Gruppe ,eine k-glie- 
drige Untergruppe* der gegebenen. 

b) Die bekannte Bezeichnung ,,0™ Schaar“ fiir eine 
Schaar (von Elementen), deren Mannigfaltigkeit eine m-fach 
ausgedehnte ist (so dass co ° eine endliche ganze positive Zahl 
bedeutet), soll auch auf den Fall eines negativen ganzen m 
(m = — m’) ausgedehnt werden. Dann bedeutet eine 
(«© ™’ Schaar) Schaar von Gréssen (Formen, Bedingungen, 
Higenschaften etc.), dass m’ Bedingungen erforderlich sind, 
damit solche Gréssen (und dann in endlicher Anzahl) existiren. 
So z. B. hat das Gleichungssystem : 

22 ate (= 4 eae See) 
im Allgemeinen ein Liésungssystem (d. h. eine 0 ° Schaar) der 
(homogenen) Unbekannten xv: dagegen das dazu reciproke: 
(3) £ Grif coon 


eine (0 —” Schaar) Schaar von Werthsystemen y, da das Ver- _ 
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schwinden der vollstindigen Determinanten des Systems (3) 
(was zwei Bedingungen aequivalent ist) erforderlich ist, wenn 
eine Lisung der Gleichungen (3) vorhanden sein soll. 

Dann lautet unser allgemeinster (umkehrbarer) Satz 
iiber solche h-gliedrige Untergruppen einer (d + 1)-gliedrigen 
Gruppe von biniiren Formen n“ Ordnung, die siimmtlich p 
lineare Faktoren (A—6,)(A—8,) ... (A—6,) (w= 1, 2,..n—I1), 
wo die 6 als verschieden von einander vorausgesetzt 
werden, gemein haben, der also als Ausdehnung der Siatze 
Nr. 177, 198 zu betrachten ist (cf.auch pg. 21), folgendermassen 
(wobei die vier Zahlen n, d, k, 1, abgesehen von den evidenten 
Ungleichheiten unter ihnen, ganz willkiirlich sind): 

¥,) ,Die Mannigfaltigkeit einer solchen Unter- 
gruppe ist 
(4) m= k (dd + 1—k) — p (kR—1) => kd — (kh + p) (F—1). 

y,.) Dann gehort zu jeder solchen &-ghedrigen 
Untergruppe der gegebenen in ein- eindeutiger 
umkehrbarer Weise eine Gruppe von 

(5) p=p-d—1 +k 
Formen, die eine p-gliedrige Untergruppe der 
(n—d)-gliedrigen zur gegebenen (d+ 1)-gliedrigen 
conjugirten Gruppe darstellt und folgende Higen- 
thiimlichkeit besitazt. 

Jede Form dieser p-gliedrigen Untergruppe 
lisst sich in der canonischen Gestalt schreiben 


2. 
(6) Siw, Q+8) 
1 
wo die 5 die obigen, die # wechselnde Coeftt- 
cienten sind.“ 
Damit ist das Problem der Auffindung solcher gemein- 
samen Faktoren auf ein Problem der Canonizirung binirer 


: ten 
_Formen spec. ihrer Darstellung als Summen von Potenzen 


zuriickgefiihrt. 
23* 
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Ist m negativ, so involvirt die Darstellung (6) die no th- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen, dass 
die k-gliedrige Untergruppe der gegebenen einen festen Faktor 
uw" Ordnung besitzt. 

Ist die zur gegebenen conjugirte Gruppe dargestellt durch 

(7) ay, b,.. + (n—d), 
so wissen wir, dass eine Form f dann der gegebenen Gruppe 
angehort, wenn ihre Wurzeln den Gleichungen 
(8) a, = 0, 6 =0,...(n—d), = 0 
genigen. 

Y,) ,»Dann zieht jede p-gliedrige Untergruppe 
(der zur gegebenen conjugirten) der Gestalt (6) eine 
p-gliedrige Untergruppe der Gruppe (8) nach 
sich (undumg.), deren simmtliche Individuen die 
Gestalt besitzen: 


(9) 
(10) $@) = O02) Gage Oa 


und die 2 und die 6 die obigen sind. 


A=: 


i x, b(6,.) = 0, wo 


HM 


Um den Inhalt der Siitze auch geometrisch auszudriicken, 
sagen wir: ,Die Punkte # unseres Raumes von d Dimensionen, 
die eine Gleichung a, = 0 befriedigen, erfiillen ein Linear- 


gebilde (d—1)""Dimension(Stufe): solche, die / Gleichungen 


a, =0,b.=0...h, = 0 betriedigen, erfiillen ein ,,Linear-_ 


gebilde (d—k)** Dimension“, Dann haben wir: 
¥,) »Es giebt immer eine o™ Schaar von 
Lineargebilden (d—h)™ Dimension, die mit der 
rationalen Curve R 
(LL) > pa, 3 pA) 06 Sa ord) 
(wo die gdie gegebene Gruppe bilden) p Punkte 
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gemein haben. DerenArgumente (auf der Curve) 
bestimmen. sich durch die Gleichungen (9).¢ 


206. Zum Beweise haben wir vorerst die Formeln (4) (5) 
nachzuweisen: dazu dient der schon von Grassmann®) erkannte 
Hiilfssatz: ,,Hin Lineargebilde (d—k)*" Dimension (im Raume 
von d Dimensionen) hingt von / (d + 1—k) Constanten ab.“ 

In der That hingen & Gleichungen der Form 

i de OO Orn a0 
von kd Constanten ab: da das Lineargebilde aber nur von der 
» Gruppe“ dieser Gleichungen abhiingt, so kann man statt jeder 
eine beliebige lineare Combination aller einfiihren, was & (kK—1) 
willkiirliche (nicht homogene) Constanten involvirt, durch die 
ebenso viele der urspriinglichen zum Verschwinden gebracht 
werden kénnen. q. e. d. . 

Diese Constantenanzahl des Lineargebildes (12) ist offenbar 
gugleich die Mannigfaltigkeit einer /-gliedrigen Untergruppe 
der gegebenen (d + 1)-gliedrigen (11) iiberhaupt d. h. also 
wenn j, = 0 ist. 

Soll diese Untergruppe einen gemeinsamen Faktor wp" — 
Ordnung haben d. h. soll das Lineargebilde mit der Curve 
R (11) »p Punkte gemein haben, so zihlt dies fiir jeden 
solechen Punkt (s—1) Bedingungen, mithin fiir alle p ,p (4—1)*. 
Damit ist aber Formel (4) erhiirtet. 

Die Formel (5) beweisen wir zuniichst fir den Fall h=1. 

Da ein Gebilde uw, = 0 die Curve Be immer inn = p + 
(n—p) Punkten trifft, so kann man aus den n—d Schnittpunkt- 
gleichungen (8) immer »—d—(n—p)=p—d linear unab- 
hangige so auswiihlen, dass sie durch Einsetzen der » Argumente 
Gy fiir irgend » der n Elemente i identisch erfiillt werden : 
dann verbleiben noch n—, Restgleichungen, die gerade aus- 
reichen, um die fehlenden n—p Restargumente zu berechnen, 


q. ¢. d, 
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Gehen wir zum niichsten Fall k = 2 iiber, so eveht jetzt 
durch die » Punkte 6, (der R‘) noch eine «1 (lineare) Schaar 
von Gebilden «, = 0: daher kann man von den n—p Rest- 


punkten (Restargumenten) noch einen willkiirlich annehmen : 
erst dann sind die iibrigen eindeutig bestimmt. Diese Will- 
kirlichkeit des einen Argumentes hat zur Folge, dass ausser 
den —d ausgewihlten Gleichungen noch eine weitere (linear 
von jenen unabhingige) identisch verschwindet. 


Endlich, wenn kallgemein, giebt es noch eine « “* (lineare) 
Schaar von Gebilden vu. = 0, die die » Punkte 6, aus der 
Curve ausschneiden: von den n—p Restargumenten sind noch 
k—1 ganz willkiirlich und es lassen sich somit aus den n—d 
_ Schnittpunktgleichungen (4—d) + (k—1) identisch verschwin- 
dende (und linear unabhiingige) auswihlen, Damit ist die Formel 
(5) abgeleitet. 

Es ist besonders erwiihnenswerth, dass ,,beide Formeln 
(4) (5) vonn d.i. der Ordnung der biniren Formen 
gy (11) ganz unabhingig sind‘, 

Dass aber in der That die so ausgezeichnete p-gliedrige 
Untergruppe der zur gegebenen conjugirten (7) sich in der 
Gestalt (6) schreiben liisst, beweist man genau wie damals beim 
,azweiten Beweise (pg. 335). 


207. Da (cf. pg. 334) aber der ,,erste“ Beweis instruktiver 
erscheint, so mégen hier die beiden Hauptmomente desselben 
in allgemeiner Form betont werden. Mit Hiilfe ihrer orieuiee 
sich der Beweis selbst sehr rasch. 

Krstes Hauptmoment. Wir gingen damals von den Lésungs- 
systemen /, linearer Gleichungen mit v homogenen Unbekannten 
(v > h) tiber zu denjenigen v linearer Gleichungen mit /homo- 
genen Unbekannten, deren Coefficientenmatrix sich von der 
der 4 Gleichungen nur durch Vertauschung der Horizontal- 
‘und Verticalreihen unterschied. Und zwar sind dabei der Reihe 
nach die Fille zu unterscheiden, wo nicht alle vollstindigen 


< . oa t Te = - 
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~ Determinanten (Kerne) der Matrix, zweitens, wo zwar diese, 
aber nicht alle ersten Unterdeterminanten (Unterkerne) ver- 
schwinden etc. 

Dies ist jetzt genauer zu untersuchen. 

Im ersten Falle haben bekanntlich die h Gleichungen noch 


. —h—1i1— . ce 
eine ©% ?'=™ (lineare) Schaar von Liésungssystemen und 


umgekehrt die v Gleichungen eine « *~Y—!=—™’ Schaar solcher 
d.h. es miissen alle Kerne der Matrix verschwinden (was m’ 
Bedingungen aequivalentist), damit eine (=o °) Lésung existirt. 
Es gilt also die Relation: 

(13) m—m' = — 2 oder m’ = m + 2. 

Verschwinden alle Kerne der Matrix (aber nicht alle 
Unterkerne erster Ordnung), so reduciren *) sich die h Gleich- 
ungen auf h—1, und somit steigt m auf m + 1. 

Umgekehrt, wie eben gezeigt, wird jetzt m’ = 0, also in 
Zeichen: 

(13>) m =m- 1: m', = 0. 

Verschwinden weiter alle ersten Unterkerne (aber nicht 
alle zweiten), so reduciren sich die h—1 Gleichungen wieder 
um eine: andrerseits steigt m + 1 um Eins, also 

(13°) m, =m + 2, m', = 1. 

Denn die v Gleichungen haben jetzt eine oc’ (lineare) 
Schaar von Lésungen, da auch sie sich um eine d. h. auf v—1 
reduciren. Geht man so weiter, so folgt: 

Erster Hiilfssatz. ,Verschwinden alle v™ Unter- 
kerne einer Matrix mith Zeilen und v (> h) Co- 
-lonnen {aber nicht alle (v + 1)"}, so haben die 


h linearen Gleichungen mit v homogenen Unbe- 
kannten (und den Elementen der Matrix als Coef- 


#) Oder was dasselbe ist, es -herrscht zwischen den h Gleichungen 


eine lineare Identitit, 
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ficienten) eine lineare Schaar von Lésungssys 
temen, deren Mannigfaltigkeit ist: 

(14) m =mtytlo=v—h-+y, 
andrerseits die reciproken v Gleichungen mith 
homogenen Unbekannten (und derselben Coeffi- 
cientenmatrix) eine solche lineare Schaar von 
Lisungssystemen, deren Mannigfaltigkeit ist: 

(15) Smt yy 01 aay 
Nur fiir den Fall, wo nicht alle Kerne der 
Matrix verschwinden, wird m’, negativ = — m 
und zugleich von m abhingig: dann ist (15) zu 
ersetzen durch: 
(139) m’ =m+2=>v0—h+1. 
Zweites Hauptmoment. Dieses beruht auf dem oft ge- 
brauchten Satze: 
Zweiter Hiilfssatz. ,Soll eine binire Form 


: t 
nv" Ordnung f als Summe von (n—K) n*™ 


Potenzen 
(A—6,)" darstellbar sein, so sind die 6 die Lésungs- 


systeme der = 0 gesetzten, nach (n—k) Elementen 


polarisirten ipiee Differentialquotienten von f 


und umg.* 
Jetzt kann der Beweis unserer Sitze y) kurz so gefiihrt 
werden: 


Die Formel (4), die die Mannigfaltigkeit der 4-gliedrigen 


Untergruppe der gegebenen mit festem Faktor p“" Ordnung. 


darstellt, wird wie oben abgeleitet. Dann fiihrt man so fort: 

Nach Voraussetzung existirt ein Lineargebilde (d—k)™ 
Dimension, welches die Curve Te in » Punkten (6... Fe) trifft ; 
mithin geht durch diese noch eine « ‘~' (lineare) Schaar von 
Gebilden u, = 0, deren jedes (n—p) variable Restpunkte 
aes af aus der Curve ausschneidet. 


Man entwickle die (n—d) Schnittpunktgleichungen (8) 
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nach den aus den i,... A,—p gebildeten s, (¢ = 0, 1, . . n—p): 
dann sind, wie wir wissen, die Coefficienten der S, in jeder 


is 


Gleichung die nach den » Argumenten @ 


polarisirten (n—p)™ 
Differentialquotienten der bez. Schnittpunktform (7) a resp. 
Oy, etc. 

Diese n—d in n—p + 1 homogenen Unbekannten (s,) 


Peoren Giachuaven sollen nach Voraussetzung eine « *} 


Schaar von sie erfiillenden Werthsystemen besitzen, mithin ist 
nach (14): 
(16) m, = k—-1 = (n—p + 1) — (n—d) + v | demnach: 
(17) v = p—d + k—2 =m,’ (nach 15). 
Die Formel (17) liefert nach dem ersten Hiilfssatz *) die 
Lésungsschaar der n—p + 1 reciproken Gleichungen (mit 
n—d homogeneri Unbekannten). Diese sind aber nichts 


anderes, als die= 0 gesetzten (n—p)™, nach den 
p Argumenten 6 polarisirten Differentialquo- 
tienten einer Form der Schnittpunktformen- 
gruppe: 
(18) ka + hb) +. hig OO), 

wo die & ein Lésungssystem der 0 ” fin Schaar darstellen. 

Demnach existirt nach dem zweiten Hiilfs- 
satz eine ow = ot It Jineare Schaar d. h: eine 
po=vtli=p—d+k—1-gliedrige Untergruppe 
der Gruppe der Schnittpunktformen (7), deren 
simmtliche Individuen als Summen derp n™ Po- 


tenzen (A—6,)" darstellbar sind. 


Dieser Beweis ist, wie evident, sofort Glied fiir Ghed um- 


kehrbar. Polarisirt man wieder riickwirts die «” Schaar der 


*) In dem Ausnahmefalle, wo die Formel (15) durch (134) ersetzt 


werden intisste, wird vy = — 1 also p = 0, was inhaltslos ist, 
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Potenzsummen (18) nach den » Argumenten 6, so resultirt 
die Formel des Satzes y,). 

208. Wir richten nunmehr unser Augenmerk auf den 
besondern Fall, wo die Mannigfaltigkeit unserer /-gliedrigen 
Untergruppe (1) (und damit auch der entsprechenden p -glie- 
drigen) = 0 ist d. h. wir suchen alle endlichen U nter- 
gruppen (einer gegebenen mn” Ordnung), deren 
Individuen sich simmtlich aus denselben p n™ 
Potenzen (A—6,,)" linear zusammensetzen. ; 

Setzt man den Werth von d + 1—k aus Formel (5) in 
(4) ein, so ergiebt sich 

(19) m = p—kp 
d. i. die Beziehung zwischen & und p. Unsere Bedingung, 
mm = QO, liefert somit zuniichst: 
(20) pp = kp 
und setzt man dies in (5) ein: 
(21) d=(p + 1) (A—1). 

Wir behandeln vorerst einzelne Fille, indem wir p und & 
spezielle Werthe ertheilen. 

Biin.n = 15-4 = 2) hatinan phos ei aoe 

Dies ist der Fall der Doppelpunkte der R®, deren Zahl 
bekanntlich Va sce ist, wiihrend die Zahl der Schnitt- 
punktgleichungen sich auf n—2 beliuft. Daher hat man: 

yin einer allgemeinen Gruppe von y biniiren Formen der 


Ordnung n = vy + 2 giebt es o = 9 Formen f der 


Gestalt: 

| (22) f =a, (A—8s,) ++ ay A—6G,)".“ 

Zweitens sei p = 2,k = 2; dann wird p= 4, d= 3. 
Dies tritt fiir die vierfachen Sekanten einer R: ein. Wendet 


man die bekannte®®) Formel fiir die yierfachen Sekanten irgend | 
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einer algebraischen Raumcurve auf die rationalen an, so be- 
rechnet sich ihre Anzahl als 
(23) s ae ea (n—3) (n—4) 
ys 
Dies liefert 
yin einer allgemeinen Gruppe von y biniiren Formen der 
Ordnung n = v + 3 giebt es 


—_v+t)v v(t) 
Co arin dg tigea 


Involutionen f + ke, wo 
= 2a, A— 
Die a 
lp= Bd, 08, > 
Die Zahlen o, s habe ich durch Induktion auf den all- 


ieee 1, 2, 8, 4).4 


gemeinen Fall ausgedehnt, wo eine ty eine endliche Zahl von 


Lineargebilden (d—k)* Dimension besitzt, die sie in» Punkten 
treffen und dann an einer Reihe einzelner Fille, wo die direkte 
Berechnung moglich war, verificirt. Es wurden der Reihe 
nach bei variirendem / die Fille py = 1, 2, ete. durchgefiihrt. 
Dann ergab sich als allgemeines Resultat: 

6) I. ,Nimmt man die ganzen positiven Zahlen 
vy, p,k ganz beliebig an (nurso dass vy >p—l1), woraus 
sich die Zahlen d,n=v+d,p gemiss (20), (21) in 
bestimmter Weise ergeben, so besitzt eine Re 


ter 


eine endliche Anzahl von Lineargebilden (d—A) 
Dimension, die mit der Curve p Punkte gemein 
haben, von folgendem Werthe: 


ed eae k—2)....9 iy sare Jo--s—3)...v—1) 


COLES car Ens ey aoa maa Bey enh 
0 Sac e ae + 1) lv 
Ale oad acd pa + Stee Mee pk 


Il. ,In einer allgemeinen Gruppe vony binaren 
Formen der Ordnung n =vy+ dgiebtes eine end- 
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liche Anzahl sv) von p-gliedrigen Untergruppen, 
deren Individuen sich simmtlich aus den p n™ 
Potenzen (A—6,,)" linear zusammensetzen, wo fir 
_jede dieser Untergruppen die 6, je dieselben 
sind. 

Damit ist das angegebene Problem in allgemeinster Weise 
eelést (indem alle nur méglichen endlichen Untergruppen der 
verlangten Art sich im Satze 6 IT vorfinden). 


Der angegebene Werth fiir st) steht natiirlich unter der 
Verantwortlichkeit des Autors. 


209. Von der weiteren ‘unabsehbaren Reihe von Fallen 
(m = 0) mégen etwa noch zwei herausgehoben werden, wo 
namentlich der zweite auf eine wichtige Eigenschaft einer 
speciellen Klasse von Gruppen binirer Formen fiihrt. 

Der erste handelt von den 8-fachen Punkten einer R. 
Bekanntlich existiren solche (abgerechnet den selbstverstind- 
lichen Fall 6 = 1) nur fir d = 2,6 = 2; diese sind schon 
oben in Betracht gezogen. Im Allgemeinen dagegen ist (nach 
(4) (5)) 

(26) —m = dé — {d+ 6}, p=6—1 und demnach: 

»Damit eine R einen 6-fachen Punkt besitze d. h. ihre 
Gruppe eine d-gliedrige Untergruppe mit einem festen Faktor 
6" Ordnung, sind die m Bedingungen nothwendig und aus- 
reichend, dass die zur Gruppe der He conjugirte eine p=6—1- 
gliedrige Untergruppe enthiilt, deren Formen simmtlich sich 
aus denselben 6 n™ Potenzen linear zusammensetzen. é 

210. Zweitens untersuchen wir solche Gruppen, die das 
System der d‘" Polaren einer Form p'* Ordnung bilden. Z u- 
niichst fragen wir, welche Gruppen dieser Art 
giebt es, die allgemeiner Natur sind d.h. keinen 
besondern Bedingungen unterliegen? 
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Nehmen wir an, die Gruppe einer ae sei als d‘® Polar- 

system einer Form ho darstellbar. Dann ist einmal 
. (27) p=ntd. 

Andrerseits ist die Constantenzah] der fits (gleich der eines 
Lineargebildes (n—d)" Stufe im Raume von n Dimensionen 
nach Hiilfssatz pg. 857) = (d-++1) (n—d). Da diese beiden Con- 
stantenanzahlen (der R und der f,) jedenfalls iibereinstimmen 
miissen, so folgt 

(28) (d + 1) m—d) =n +d oder n—d = 2. 

Mithin bilden die Schnittpunktformen der RE in diesem 
Fall eine Involution., Es liisst sich aber jetzt umgekehrt 
nachweisen, dass die zu irgend einer Involution n‘* Ordnung 
conjugirte Gruppe aus den (n—2)"" Polaren einer bestimmten 
Form der Ordnung 2 (n—1) zusammengesetazt ist. 

In der That, sollen irgend d + 1 (linear unabhiingige) 
Formen einer d -+ 1-gliedrigen Gruppe {¢,(A)} der Ordnung 
d +. 2 identisch sein mit den d‘*" Differentialquotienten einer 
Form fy, 47 8 ergeben sich fiir die (d + 1)’ homogenen Un- 
bekannten (Coefficienten der ¢) durch Vergleichung 
(29) 2(i+2434....d—1}43d=d(d—1)+ 3d=(d+1)'1 
lineare Gleichungen, die also im Allgemeinen eine bestimmte 
Lésung haben werden. 

Dass diese in der That immer bestimmt ist, folgt aus un- 
serem Hauptsatze 7). . 

Denn lehnen wir uns im Augenblick an das schon friiher 
behandelte Beispiel m= 4 an, dann wird fiir die biquadratische 
Involution & = 1,» = 4,d = 1 und somit nach: Formel (4) 
Oy 3,01. 

i ‘Demnach sind (auf noch «* Arten) alle zur Involution 
conjugirten Formen (einer Ri) aus vier vierten Potenzen linear 


zusammensetzbar : 
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(30) 92) =a, A—8,)* +b, A—8,)' + 6,8)" + 4, is ye 
(7 == 0, 12): : 
Dann aber giebt es, wie Nr. 132 gezeigt, eine bestimmte 
Form f, 
(81) f,= Bk Q—d)’ (r =a, b, 6d) 
deren zweite Polaren die Gruppe (30) bilden und zwar sind die 


dreireihigen Determinanten der letzteren den / umgekehrt pro- 
portional. 


Also giebt es jedenfalls eine solche Form f,: andrerseits 


nach Obigem auch nicht mehr wie eine. Die «0 * Werthsysteme 
der 6, mittelst deren f, dann als Summe von vier sechsten 
Potenzen auftritt, sind dann genau die bekannten, die nach 
Friiherem die zur Gruppe ihrer zweiten Polaren conjugirte 
Involution bilden. 

Und genau analog fiir and ein n: p wird dann = n—I1, 
ie == Ts 

Dies liefert also den Satz: (ef. Nr. 214) 


>) ee tEAM allgemeinen Gruppen binirer 
Formen n” Ordnung, die das volle System der 
Eat eed einer Form (n+ d) Ordnung f bilden, 
sind die zueinerallgemeinen Involution (n™ Ord- 
nung) conjugirten, Dabeiist d= n—2 undes giebt 
fiir jede Involution nur eine soleche Form f*).‘ 


*) Dann ist, wie wir wissen, die Funktionaldeterminante der Invo- 


lution zugleich die der conjugirten Gruppe, was das Corollar des Satzes ¢) 
liefert : 


¢,) Die Frage nach der Anzahl und Natur der Involutionen 
(m+41)*" Ordnung mit denselben (2 m) Doppelelementen ist iden- 
tisch mit der Frage nach der Anzahl und Natur der Grund- 
formen 2 Ordnung, die zu einer bestimmten Covariante, 


der Determinante der ~2(m—1)*™ Differentialquotienten 
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211. Fassen wir jetzt noch einige andere vollstindige 
Polarensysteme einer Form in’s Auge, deren Gruppen dem- 
nach nur specielle sein kénnen. 

_ Gehen wir von den Gruppen des Satzes ¢) zu den niichst 
hoheren iiber, den zu den dreigliedrigen Gruppen con- 
jugirten. 

Nehmen wir an, die (n—2)-gliedrige Gruppe einer R 
sei in der That die der (n—3) Polaren einer Form f (der 
Ordnung 2 n—3), so lisst sich, wie man weiss, die Form f 
(auf eine einzige Weise) als Summe yon n—1 (2n—3)" 
~ Potenzen {A—8,) >} darstellen, mithin auch ihre (n—3)"™ 
Polaren als Summe der (n—1) n“" Potenzen (A—6,)". (Und 
zwar sind die 6 die Wurzeln der einen zu den (n—2) Polaren 
von f conjugirten Form.) 

Dann aber besitzt die RB nach Satz y) einen (n—1)fachen 
Punkt (mit den Argumenten 6), d. h. die Gruppe der ue ent- 
halt eine Involution mit festem Faktor ((n—1)" Ordnung). 

Aber auch die Umkehrung ist leicht zu zeigen. Besitat 
die R: einen (n—1)fachen Punkt (6,) (wozu n—3 Bedingungen 
erforderlich sind, so dass sie nur noch von 3 (n—2) — (n—8) 


= 2 n—3 Constanten abhingt), so sind nach Satz y), da in 
diesem Falle p = n—2 wird, alle Formen der Schnittpunkt- 


gruppe als Summen der (n—1) Potenzen (as out. darstellbar. 


Dann erkennt man ohne Weiteres, wie in Nr. 200, durch 
Vergleichung der Coefficientenkerne A, dieser Gruppe und 


denen der Gruppe der (n—3)"" Polaren einer Form 
n= p 
(32) f= 2 Ii, (A—8,,)" 5 


(wenn man von der letzteren als gegebener Form ausgeht) 


gehoren. 
Wir kommen auf diese Frage gleich nachher (Nr. 218) wieder zurtick. 
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= D, 
dass (33) oh, =e 


wo D, das Differenzenprodukt der 6 (excl. 6,) ist. Dadureh 


ist also die Form f eindeutig bestimmt: 

,Enthilt eine dreigliedrige Gruppen” Ord- 
nung eine Involution mit festem Faktor (n—1)*" 
Ordnung (d.h. besitzt die bez. R* einen (n—1)fachen 


Punkt), so lassen sich (und nwr dann) die Formen 
der conjugirten Gruppe linear componiren aus 


den (n—3)"" Differentialquotienten einer Form 
f der Ordnung 2n—3: d. h. diese Gruppe ist dar- 
gestellt durch: 


(82) a, “ 
Ay Pett Pas 


Und ebenso leitet man fiir die niichst héhere Gruppen- 
stufe das Resultat ab: 

,»,Enthilt eine viergliedrige Gruppe n’* Ord- 
nung © Involutionen (mit festem Faktor (n—1l)™ 
Ordnung) (d. h. besitzt die bez. R’ 0’ (n—1)fache 


Sekanten), so lassen sich (und nur dann) die Formen 
der conjugirten Gruppe linear componiren aus 


den (n—4)"" Differentialquotienten einer Form f 
der Ordnung 2 n—4, und ihr Ausdruck ist also 
(34) a « 
ey Pas Pag, 

Sind fiir eine R* die dazu erforderlichen 2 (n—4) Be- 
dingungen erfiillt *), so kann man analog wie oben, die Coeffi- 
cienten der gesuchten Form f in eindeutiger Weise berechnen. 

*) Es giebt z. B., wie man weiss 67), zwei Arten von By eine allgemeine 
mit einer einzigen Quadrisekante (der Schnitt von zwei cubischen Regel- 


fliichen mit gemeinsamer Doppelgeraden) und eine besondere mit a ! solchen, 
die dann stets auf einer Fliche zweiter Ordnung liegt. 
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Und so lassen sich auch im Allgemeinen die Kigenschaften 


einer Gruppe, deren conjugirte das volle r° Polarensystem einer 
Form f bildet, zufolge der verschiedenen Darstellungen von f 

als Potenzsumme und mit Hiilfe unseres Hauptsatzes 7) ohne 
Weiteres angeben. Welche Kigenschaften aber umgekehrt 
fir eine Gruppe nothwendig und hinreichend sind, 
damit ihre conjugirte ein solches Polarensystem bildet, und 
wie man die zugehérige Form f dann am einfachsten aufstellt 
— diese Frage bleibe noch unerledigt. 

Die weiteren Anwendungen unseres Hauptsatzes y) (der 
somit eine besonders wichtige Illustration des allgemeinen 
Combinantenprincips der Nr. 26 darbietet) auf das terniire, 
quaternire etc. Gebiet treten erst nach der jetzt folgenden 
Darlegung einiger fundamentalen EHigenschaften der eine Norm- 
curve stiitzenden Fliichen in das erforderliche Licht. 


§. 35. 
Ein neues Ubertragungsprincip *) der invarianten Eigenschaften 


binirer Formen vom Grade mp auf Gebiete m‘* resp. p*” Aus- 
dehnung. 


212. Hiilfsdefinition. Im Raume von d Dimensionen treffe 
eine Fliche F’ (r Ordnung) die Normcurve ca” Ordnung) 
N, Gs dX i= 0, 1,..d, wo died, die zur Zahl d ge- 


hérigen Binomialcoefficienten sind} in re Punkt-(rd)-tupel: 
Die Schnittpunktformen der Be (d. h. die Formen einer Involution 
fiinfter Ordnung) sind also im Allgemeinen stets als Summen von. vier 
bestimmten, festen Potenzen darstellbar cf. pg. 193: dagegen in dem be- 
sondern Falle noch auf 1 Weisen (cf. auch Wiederhold in Clebsch Ann. 8). 
Man erkennt iibrigens leicht, dass alle zur Darstellung (33) gehérigen 
R auf einer Fliche zweiter Ordnung liegen miissen (aber nicht umg.). 
*) Besondere Fille desselben sind schon pg. 94, 200, 225 betrachtet. 


Das Gleiche gilt von dem Hiilfssatz 4): pg. 90, 198, 224. 


W. Fr. Meyer, Apolaritit. 24 
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a’ = 0 und desgleichen habe eine Fliche ®, (°** Klasse) mit 
derselben Normeurve N, (ov, = (—1)' A°™} das (ed)-tupel von 
Lineargebilden Bet = 0 gemein. Dann heisse es kiirzer: , Die 
F hat mit der (Normeurve) N, das (rd)-tupel as’ und 
die ®, mit der (Normcurve) N,das (ed)-tupel ie g e- 
mein‘, 

Dann lautet das gemeinte Princip so: 

¢) ,lstn keine Primzahl, also = mp, so ist die 
bilineare Invariante (n® Uberschiebung) zweier 
binirer Formen der Ordnung » (aj, 6) zugleich die 
bilineare Invariante zweier (p + 1)-nirer Formen 


der Ordnung, resp. Klasse m, die = O gesetzt, im 
Raume von p Dimensionen zwei Flichen Ff, ®, 


(m* Ordnung, resp. Klasse) darstellen, die mit 
. : . t 
einer (sonst belicbigen) Normeurve (p™ Ordnung 
und Klasse, die auf Ff ruht und © stiitzt) resp. 
die n-tupela;, db; gemein haben. 

Sind also die biniren Formen apolar, soauch 
die (p+ 1)-niren und umg.* 

Dabei sind natiirlich die Zahlen m, p vertauschbar, so- 
dass man ebenso mit zwei (m 1)-niiren Formen operiren 

P 


kann. Desgleichen die beiden biniiren Formen. 
Dem Beweise gehe der Hiilfssatz voran: 


n) ,lst auf einer Normecurve d™ Ordnung ein 
(rd)-tupela;* = 0 gegeben, so giebtes nur eine ein- 
zige I’ (resp. ®), die mitihr dasselbe gemein hat 
und die Curve stiitzt (auf ihr ruht).¢ 

Diesen Satz beweisen wir zuniichst fiir den Fall » = 2. 


Dann stiitzt eine I’, die Curve N,, wenn sie alle, N, um- 
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beschriebenen ®, stiitzt. Die letzteren sind aber dargestellt 


durch die verschwindende Matrix: 


(1) % CROR Rou ae a 
(U, Uy Ug... Us | 
Demnach miissen fiir die ue: 
fe Pi a 
(2) a 0) 
die Bedingungen 
(3) OS 


erfiillt sein, so oft 
(4) 1+k=1l+™m. 

»Demnach sind die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafiir, dass eine Fi die 
N, stiitzt, dadurch ausgedriickt, dass man die 
Coefficienten von Fa, (¢, k= 0, 1,...d) ersetzt 
durch die 2d + 1 (homogenen) Gréssen a,,, 
G+ k= 0,¥...2 d).* 

Soll des Weiteren die F’, mit N, die Punktgruppe 

© fad =0 
gemein haben, so werden die Coefficienten a,,,, der Flache 
den entsprechenden Coefficienten von f (zunichst abgesehen 
yon Zahlenfaktoren) proportional. q. e. d. 

Die Gleichung unserer Normcurve JN, ist aber gerade so 
gewiihlt, dass die Gleichung der I’, wird: 

(6) ae = a5 =0 
wo diese Form aus der andern 
(7) a, =0 

(die ihrerseits wieder durch Polarisation von f nach 2d Ele- 
menten i, A,...A,, entsteht), durch Gleichsetzen je zweier 
Elemente A, = A,, A, = A, ete. hervorgeht. 

Die osind dann die homogenen symmetrischen Funktionen 

24% 
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der so restirenden d@ Elemente A und mit den Coordinaten x 


eines Punktes identisch. 
In der That sind ja evidenter Weise fiir die Form (6) an 


die Bedingungen a, = @, as erfiillt und durch Gleichsetzen 


aller 6 Elemente A geht sie (vermége ihrer Entstehung) wieder 
in die Form (5) tiber d. h. die F, (6), die die N, stiitzt, hat 
mit ihr die Punktgruppe (5) gemein. 

Wir gehen jetzt iiber zum niichsten Fall, r = 3. Soll 
eine I, 

(8) oub*) == 0 
die N, stiitzen, d.h. soll die letztere auf allen ersten Polar- 
flichen der F', ruhen, so muss 
(9) a,, =a, (§ =9, 1, 2, 3) 
sein, so oft 
(10) 7+ 4 =/1-+ m 
ist’ Dann aber werden alle a, fiir dies +%+hk 
denselben Werth (= JN) hat, einander gleich. 

Zu dem Zwecke hat man nur nachzuweisen, dass man 
alle méglichen Zerlegungen der Zahl N in drei Theil- 
zahlen (deren jede von den Grenzen 0 und d eingeschlossen 
ist) erhilt, wenn man von irgend einer Zerlegung (s, 4, k) 
ausgeht: sodann andere dadurch ableitet, dass man die eine 
Zahl, etwa s constant lisst, wihrend die beiden andern sich 
bewegen, doch so, dass ihre Summe sich nicht dndert; mit 
diesen neuen Zerlegungen gleichfalls so verfihrt ete. 


Wir wollen weiterhin drei Klassen von Zahlen N unter- 
scheiden; die erste umfasse die Zahlen 0 bis d, die zweite 
d+ 1 bis 2d, die dritte 2 d+ 1 bis 3d. (Grosser kann N ~ 
nicht werden.) | 

*) Wir denken uns, wie iiblich, eine solehe Form ay immer mit den — 


bez. Polynomialcoefficienten geschrieben, 
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Dann ist in den drei Klassen jedenfalls immer eine Zer- 

legung folgender Art vorhanden: 
eye N50 .onl 10, da .N—d.- IIL: d; N—2. dd. 

Lassen wir hier immer die dritte Zahl fest, wahrend die 
beiden andern alle Werthe annehmen, deren Summe resp. 
NV, d, N—d ist, so erhalten wir aus (10) ebensoviel weitere 
resp. Zerlegungen, die mit (10) ein derartiges System bilden, 
dass jede tiberhaupt mégliche Theilzahl in min- 
destens einer dieser Zerlegungen vorkommt. Liisst man sie 
dann jedesmal constant, wiihrend die beiden andern ‘Uheilzahlen 
_gemiiss (4) variiren, so kommt man offenbar zu allen Zerleg- 
ungen. q.e. d. 

Den ganz allgemeinen Beweis endlich fiir nm = n fiihrt 
man mittelst des Princips ,n auf m—+- 1%. Angenommen, der 
Satz gelte fiir eine F, dann gilt er auch fiir cine Jn. * Denn 
es miissen dann je zwei Coefficienten der letzteren: 


(i) a (s=0,1,..n+1) 


Bfpmigeereie c.g ky Mota, sy 
gleich sein sobald 
(12) (Si = x). 


y4,) Dann aber werden alle a ir die 
1 89 Sy ++ By 


8, +s, + ..s, denselben Werth (NY) hat, einander 
gleich. In der That ist wieder nur zu zeigen, dass man 
immer ein solches System von Zerlegungen der Zahl N in 
nm + 1 Theilzahlen (innerhalb der Grenzen 0 und d) aufstellen 
kann, so dass jede nur mégliche Theilzahl jedenfalls ein- 
mal vorkommt, Denn lasst man diese wieder jedesmal fest, 
wihrend die andern so variiren, dass ihre Summe sich nicht 
andert, so kommt man jedenfalls zu allen iiberhaupt méglichen 
Zerlegungen. . 

Wir unterscheiden jetzt n + 1 Klassen in der Weise wie 
oben: (0... d) (d-1, ... 2 d) ete. bis {nd 1,... (n+ 1) d}. 

n+ 1 


Von diesen brauchen aber nur Hee resp. 5 + 1 (je nachdem 
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n gerade oder ungerade ist) beriicksichtigt zu werden, da fiir 
die restirenden Klassen nur iiberall 0 mit d zu vertauschen ist, 
um das gleiche Ergebniss zu erhalten. 

In der ersten Klasse existirt sicher die Zerlegung 0 N 000...: 


in der p‘" Klasse desgleichen die folgende: ,,0, d nebst noch 
(p—2) andern d, dann der Zahl N—(p—1) d und endlich 
noch n—p Nullen (so dass selbst in der letzten der betrachteten 


Klassen noch nt re re 25 — — 1 Nullen auftreten). Liisst man 


hier iiberall die beiden ersten Ziffern bei constanter Summe 
variiren, wihrend alle iibrigen etwa constant bleiben, so ge- 
langt man immer zu dem gewiinschten System. Damit ist 
die aufgestellte Behauptung bei der gemachten Annahme er- 
wiesen: und da sie fiir n + 1 = 2, 3 oben erhiirtet ist, so gilt 
sie allgemein. 

7,) Somit sind die nothwendigen und hin- 


reichenden Bedingungen*), dass ei i 
gungen*), da seine Ff, cineN, 


*) Die Zahl dieser Bedingungen ist leicht anzugeben, (Wir schreiben 
wieder 2 statt n-++1.) Denn da bekanntlich eine F von D. = bane) rt 
Constanten abhiingt, andrerseits eine Form att, yon oa so ist die ge- 
wiinschte Zahl « = D, — nd. Es lisst sich nun zeigen, dass: 

1.) ydie Bedingungen n,) des Satzes 1,) auch aussagen, 
dass eine / die ganze (o*—!) Schaar von Nz umschriebenen 
, stiitzt und umg. 

Zuniichst lehrt eine einfache Abziihlung, dass eine .., sofern sie 
einer Ny umbeschricben sein soll, nd+1 Bedingungen geniigen muss, da 
die Gleichung fiir das beiden gemeinsame (nd)-tupel pet = 0 identisch 
verschwinden muss. (Deren Coefficienten sind im allgemeinen unabhingig 


von einander, da man ja umgekehrt von einem ganz beliebigen 
(nd)-tupel auf Nj ausgehen kann, somit auch jene nd+1 Bedingungen.) 
Demnach ist die Mannigfaltigkeit dieser Schaar (,,P*) gleich D., — (nd+1) 


=#— 1. Um jetzt den Satz 713) zu erhirten, wihlen wir als Typus 


x 
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stiitzt, dadurchausgedriickt, dass manihre Coet- 
ficienten in der Form schreibt: 


die Schaar der einer N, umschriebenen ,. In diesem Falle sagen die 
Bedingungen 7,) aus, dass eine 4’, die folgenden zwif, N, umschriebenen 
®, (und somit auch die aus ihnen linear componirte Schaar) stiitzt: 
Uj (ty Uy — Ui) = 0, uz (uM Ug—— Uy Uy) == 0, Uy (wy Us—us) = 0 (C—O ens) 
Offenbar ist aber die Anzahl der linear unabhangigen Be- 
dingungen, dass /’; diese Schaar stiitzt genau dieselhe wie die Zahl der 
linear unabhingigen ®,, aus denen die Schaar linear zusammen- 
setzbar ist und umgekehrt, also in unserem Falle = 19— 910, 
In der That gelten zwischen jenen Bedingungen, deren man zunichst 
zwolf erhalt, die zwei Identititen (und nur diese): 


ee Cad 8 Sie) AR Ana ateh) baa 


Cpe ay BO nia Snes) ot ata re aly) oe 
und dem entsprechend zwischen den zwoélf ®, die andern beiden: 


2 Bh 
Uw Cg aa OL UW Up ae CO 20, U Lt i, =) 
La he ae a Gi) eet ns ’ 


2) — 
— ==10% 
2 uy 


Somit bildet unsere auf F, ruhende , N, umschriebene Schaar ,®@“ 


2 
uw = —- uw uw —uw wU uw (uw w 
ei ( 1 5 4) % (, 2 0 3) fs 3 wv 


gerade eine co lineare Schaar, ist also identisch mit der ganzen Ni 
umschriebenen Schaar von D. 

Und ganz so im Allgemeinen. Die linearen Identititen zwischen den 
Bedingungen a) lassen sich immer sofort hinschreiben, und demnach auch 
die correspondirenden zwischen den ® , und die Anzahlen beider Beding- 

n 
ungen miissen sich auf «# reduciren. 

Man hat daher als unmittelbare Folge von Satz 7.) 

7.) »Die vollstindige o*—! Schaar der einer Nv umschriebenen Px wird 

4 


(d—1) : : 
jedenfalls dargestellt, wenn man die d oe N, umschriebenen ?, mit 


(den linken Seiten von) ebensoviel ganz heliebigen Flichen we i multi- 


plicirt und addirt.“— 
1.) »Hine Ff’ stiitzt eine N. dann (und nur dann), wenn sie die ganze, 
n 


der. N, umschriebene Schaar von ®. sttitzt,“ 


Die dualistischen Siitze verstehen sich dadurch von selbst, 
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(13) Oo texte pare se eat ee i 
Denn wo die Zerlegung einer Zahl N in (n + 1) 
Theilzahlen (0... d) nur auf eine Art méglich ist, ist die 
Schreibweise (13) selbstverstindlich gestattet. 
Schneidet man jetzt die F”, , mitderCurve N,, so gelangt 


man zu einer Gleichung der Ordnung d (n-+1): 
(4) ofa 


deren Coefficienten einzeln den Coefficienten a der 
Sot 81 + 8p 


F’_,, proportional sind (abgesehen etwa von Zahlenfaktoren). 
Geht man somit umgekehrt von einer beliebigen Gleichung 
(14) d. h. von einem beliebigen d(n4-1)-tupel der N, aus, so 


kann es nur eine F’ |, geben, die die N, stiitzt und mit ihr 


diese Schnittpunktgruppe gemein hat. 
Qs Gn: 
Dann aber ist wieder die gesuchte /’ | keine andere als 


(15) ane at) 


wo diese Form aus a, (die ihrerseits aus (14) durch Polari- 
sation nach d (n+1) Elementen entsteht) hervorgeht, wenn 
man immer 2-+1 dieser Elemente gleichsetzt. . 


Denn diese Form (15) erfiillt nach Nr. 21 die Beding- 
ungen (13). ‘ 


Demnach ist sowohl (15) durch (14), als umgekehrt, ein- 


deutig bestimmt. Dasselbe gilt dann dualistisch fiir eine 0 


die auf der N,ruht. Dann aber muss (ef. den Schluss des 
Werkes) die bilineare Invariante zweier solcher Fliichen 
I’. ®,,, zugleich eme solche der beiden biniiren Formen 
(14) sein und umgekehrt und da es beiderseitig nur eine solche 
giebt, so ist unser Prinzip *) €) vollstiindig abgeleitet. 


Man sieht, dass die friihere Definition des Stiitzens auch durch die ~ 
letztere Erklirung ersetzt werden kann. 


*) Da bekanntlich nach Cayley68) jede In- und Coyariante biniirer 
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Die Anwendung dieses Prinzips auf conjugirte Gruppen 
binaérer Formen fliesst daraus von selbst, man vgl. pg. 95, 205. 
Sie bleibe noch verschoben, bis wir die beiden weiteren Hiilfs- 
siitze (den F’- und H-Satz) erledigt haben, die nunmehr folgen. 
So wird man dann im Verein mit dem allgemeinen Satze des 
§. 34 zu sehr allgemeinen Apolarititssitzen fiir die Norm- 
curven gefiihrt. 


8. 36. 


Der allgemeine Stiitz- (/”) und Vielflach- (H) Satz der 
Normeurven. 


213. Der erstere dieser Sitze fliesst ohne Weiteres aus 
dem Prinzip €), der Form (15) einer die Normcurve N, stiitz- 


enden Eis und endlich aus der uns gelaufigen Darstellung einer 


biniren Form y'* 


Ordnung als Summe yon y,y— 1... ete. 
- Potenzen, — ganz wie die besondern Fille pg. 94, 102, 202, 
206, 213, 215, 226, 229, 234, 328. 

Hiilfsbezeichnung. Wir sagen: 
pn Punkte {(c™) (¢ = 1, 2... n, k= 0, 1, ...d)}, deren 
_ Coordinaten der Gleichung geniigen 

pe OG 0 

bilden ein Pol-n-tupel® der Fliche a? = 0.4 Ferner: 

,nd Lineargebilde ,,w,“ (uv = 0,4 = 1, 2, .. . nd) bilden 
ein Pol-nd-flach® der Fliche a? = 0, wenn jede der 


Gruppen von » Punkten, durch deren jeden je d der Gebilde « 
gehen, ein Pol-n-tupel der Fliche bilden.* 


Formen als bilineare Invariante zweier solcher Formen gleicher Ordnung 
aufgefasst werden kann, so lisst sich daraus die Fruchtbarkeit unseres 
Principes ermessen. Die Formen yon einer primen Ordnungszahl lassen 
sich vor der Hand erst soweit hereinziehen, dass man sich auf die In- 
varianten derjenigen ihrer Covarianten beschrinkt, deren Ordnungszahl 
nicht prim ist. Diese In- und Covarianten (von Covarianten der Grund- 


form(en)) sind ja bekanntlich wieder solche der Grundform(en), 
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Dann geht aus der Form aj = 0 einer eine. N, stiitzenden 


Es sofort der Hiilfssatz hervor:  ,Stiitat eine Sih eine N, 


(d. h. eine beliebige Curve d“* Ordnung und Classe in einem 
Raume von d Dimensionen), so bilden die von den n Punkten 
eines Pol-n-tupels der Fliche an die N, gehenden nd Linear- 


gebilde (u) ein Pol-nd-flach der Fliiche und umgekehrt.“ 
Dies fiihrt zum Hauptsatze: 
Stiitz-(P)Satz 1) 
I. ,Ist veine ganze, positive Nichtprimzahl, 
=ndund 


mM, m 


Erstens gerade = 2/. Seien ferner m ans eats 


2)? 
ganze positive Zahlen (incl. 0), dienurder einen 


Bedingung zu geniigen haben: 4 


"i = peat 
(2) lim, + 2.m,_, +...1),, = nd = 21, 
so sind irgend welche 
m m 


av: =«6,, einer N, umschriebene resp. 


(21)-, (2l—1)-,...(-4+1)-flache 
im allgemeinen immer die bez. Pol-flache einer 
bestimmten die N, stiitzenden Ye 


21 


plst nd zweitens ungerade =2/—1, und besteht 


zwischenebensolchen Zahlenm m -..m, die 


21-1? 21—2 
eine Relation 
'? 
(2) Lim, + 2.m,,+..,lm,= nd = 21—1 
so sindirgend welche 
m m 


21-1? ay +++ meiner N, umschriebene resp. 


(21—1)-, (21—2)-,... Uflache 
die bez. Pol-flache einer bestimmten die N, stiitz- 
enden fF .“ 

I. ,Diese F erhilt man beidemal so, (Man 
setze statt 2/ resp. 21 — 1 wieder nd). 
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: G 0 1 tile 1G 
Es giebt eine w, ow, ... o * lineare Schaar 
von @® , die jedem der bez. 


Ms, Tg Set m,, (resp. Moats) Na umschriebenen 
2 


(nd)-, (nd—1),,... (re wp 0D Werecs 


einbeschriebensind und aac 
Dann istdie gesuchte Ff diejenige, dic diese 
simmtlichenSchaarenvon ®, (nebst N,) sttitat¢ 
Ill. ,,.Dann giebt es (fiir jede die N, stiitzende 
i’) eine 


nd—1 nd—3 1 0 : 
wm, © *;... © (resp. co) von, N, umschriebenen Pol- 


nd 
(nd)-, (nd—1)-,... 5 (resp. pet -) flachenderF. 


Diese (d. h. ihre Bea oa (w)) sind dar- 
gestellt durch die zuden 


yqjten ten 
Qten, Lien, , ie (resp. eee 


f = as (die F mit der N,gemein hat) conjugirten 


) Polaren der Form 


Gruppen. 
Mittelst irgend eines dieser Pol-flache stellt 


sich Le alsresp. Summe von 


p- a) nen Potenzen dar.* 


(nd), (nd—1),... eS (res 


Da ein solches Pol- (nd—)-flach der J’ aus emem Pol- 
nd-flach derselben dadurch entsteht, dass 4 Lineargebilde («) 
(d. h. ein Faktor ¢** Ordnung einer Form A*") unbestimmt 
werden, so driickt sich die dem Satze II zur Seite gehende 
_ algebraische Construktion der J”, einfach so aus: 


IV. ,,Sind die m,,, m ) gegebenen 


nde? maa (Mnaty 
2 2 


nd 
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(N, umschriebenen) Vielflache dargestellt durch 


ebensoviele binire Formen (von der Ordnung des 
beziiglichen Index), so multiplicire man immer die 
nd nd—1) 


(esate Le ay ieee 5a 


Noa i 
Formen suce. mit 
k  k-t k-1,, 9k 
(ene: Code ae Ug 
Die zu diesen so entstehenden nd Formen (der 
. . . . , d 
Ordnung nd) conjugirte ist die Formf = ay, aus 
derinder gewohnten Weise die Gleichung 
n 
(Degas v 
unserer gesuchten F hervorgeht.“ 
214. Besonders bemerkenswerth ist der specielle Fall, 
wo die Gleichung (2) die einfache Form annimmt: 
(4) TOP a is} 
Er lost nemlich eine (an Nr. 210 sich anschliessende) 
fundamentale Frage: 


= nd. 


Wann besitzt eine Gruppe binirer Formen 
eine solehe Untergruppe, die mit dem vollstin- 


digen Polarsystem (einer gewissen Ordnung) 


einer bestimmten biniren Form identisch ist? 


Zuniichst sagt nemlich Satz t) fitr die Gleichung (4) aus: 
»lrgend d einer IN) umschriebene (nd —n--1)-flache sind 


Pol-flache einer bestimmten FF’ aj = 0.“ 
a a FE 
Diese hat mit N, die Punktgruppe f = ax" gemein, die 
-man erhilt, wenn man die entsprechenden d gegebenen 


Tee A r pee ° u—1 n—2 n—1 
Formen (der Ordnung nd—n-+-1) suce. mit 2°", Ap, ft 
multiplicirt und die zu diesen nd Formen conjugirte bestimmt. 


Andrerseits ist die ganze Gruppe der N 


d 


zur Gruppe der (n—1)"" Polaren der Form f conjugirte 


pamers) 


umschriebenen 
Pol-(nd—n-F1)-flache der F’ dargestellé (nach 1, II) durch die 


Verallgemeinerungen. 381 


Gruppe (mit der Gliederzahl nd—2n-+-2). Diese ist also jeden- 
falls zusammensetzbar aus den d gegebenen Formen nebst 
noch nd—2n—d--2 weiteren (linear unabhiingigen). 

Und da endlich die zu den d gegebenen Formen con- 
Jugirte Gruppe eine (nd—n—d--2)-gliedrige ist und diese die 
n-eliedrige Gruppe der (n—1)" Polaren von f unbedingt ent- 
halten muss (und nach Satz t) nur diese eine), so gilt zuniichst: 

,liine ¢ = nd—n—d-+2-gliedrige Gruppe von biniiren 
Formen der Ordnung p=nd—n-+1 enthilt (im Allgemeinen) 
eine (einzige) n-gliedrige Untergruppe der (n—1)*" Polaren 
einer bestimmten Form f (der Ordnung nd). 

U: gekehrt ergiebt sich aber sofort, wenn man jetzt 
é und p als beliebig gegeben annimmt: 

(5) (d—1) (d+#—2—p+1) = 0 also, da der Fall d = 1 be- 
deutungslos ist: (6) d=y—t-++1 und weiter 
| —1 —l t—1 
(7) r= es nim! ee 
So oft also y—1 (oder auch t{—1) durch p—+ theilbar ist 
(und nur dann), giebt es ein Werthsystem d, n, das der Auf- 
gabe geniigt. Dies liefert also das Resultat: 


%) ,Sindp,¢tzwel, sonst beliebige, ganze posi- 
tive Zahlen, die nur der einen Ungleichheit zu 
gentigen haben, dass p—l (und damit auch t—l) 
durch p—# theilbar ist, so besitazt (aber auch nur 

dann) eine ¢-gliedrige binire Gruppe der Ord- 
| PE oe —1 
nung pimAllgemeinenstets eine cinzige n= 
gliedrige Untergruppe, die sich ausallen (nes 
Polaren einer bestimmten Form f der Ordnung 


(8) id — (ut + I) =n+p—-1 


zusammensetzt. 
Aus der Construktion von f, wie sie oben angegeben wurde, 
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folet sofort, dass f eine Combinante der d gegebenen Formen, » 
also auch ihrer conjugirten Gruppe; mithin in Satz x) eine 
Combinante der gegebenen ¢-gliedrigen Gruppe ist, wie ja 
* auch direkt evident ist. 

Der Satz x) fasst den Satz ¢) (pg. 366) als speciellen Fall 


in sich; in der That, wenn wir ¢ gleich n setzen, so folgt 
(9) ti oder p= t+ 1 


und umg. 

Hin anderer wichtiger Specialfall wird durch die Annahme 
n = 2 erhalten. Dann wird 

(10) p = 2¢—1 oder p—t# + 1 = 7 

und umg.: dann aber ist die zur gegebenen Gruppe conjugirte | 
von der gleichen Gliederzahl wie diese. In diesem Falle geht 
also der Form f immer eine zweite solche gleicher Ordnung 
zur Seite, die die bez. Combinantenbildung der conjugirten 
Gruppe ist. 


215. Um den Hauptsatz des §. 34 fiir unsern Stiitzsatz 
verwerthen zu kénnen, wird es, wenigstens behufs der gréssten 
Kinfachheit im Ausdrucke des Resultates, néthig sein, die dort 
aufgestellten Formeln nach einer Richtung hin zu ergiinzen. 
Will man nemlich jenen Satz nur als Potenzsummensatz fiir 
eine gegebene Gruppe (ohne Riicksicht auf die bez. Higen- 
schaften ihrer conjugirten) formuliren, so wird man aus den 
beiden Gleichungen ((4) (5) pg. 355) & eliminiren. Dies liefert 
zuniichst nach leichter Rechnung: 

(11) m = (1—p) (p + 1) — dp 
oder da bei gegebener t-gliedriger Gruppe " Ordnung 
(12) n—d =¢ also d = n—t ist, 
(11) m = (u—p) (p + 1) — p (n—t). 

Dabei bedeutet m die Mannigfaltigkeit derjenigen p-glie- 

drigen Untergruppe (der gegebenen), deren Formen sich als 


Summen von (denselben) 1 (n*") Potenzen schreiben lassen. — 
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En Besondern giebt es demnach eine endliche Zahl 
-solcher Untergruppen, wenn m = 0. Dann aber kommt: 


eee yet pct n—t 

See pe To te ae 

d) ,Dies ist somit dann und nur dann m 6 g- 

lich, wenn (n—#) durch (p + 1) theilbar ist. Dann 

aber giebt es auch immer solche Untergruppen.¢ 

Specialisirt man andrerseits den Hauptsatz in der Weise, 

dass man nach der Darstellbarkeit der gegcbenen Gruppe 
selbst fragt, so wird ¢ = p und (11) zu: 

(14) m = ¢ (p—n—l) + pp 
und sucht man hier wieder die endlichen Anzahlen von 


Potenzsummendarstellungen, so kommt 
ce n+1 
(1d) <p = ¢. to digi 
vw) ,»Die Formen einer gegebenen t-gliedrigen 
binaren Gruppen” Ordnung sind immer (undnur 
-dann) auf eine endliche Art als Summen (je der- 
selben) » (n") Potenzen darstellbar (u.umg.), so 
oft (n+ 1) durch (¢+ 1) theilbar ist. 
, In der That geht dieser Satz auch aus dem vorigen (A) 
fiir ¢ = p hervor. 
Desgleichen ist zu unserem Zwecke die Erweiterung un- 
-seres Stiitzsatzes mittelst des vorher gewonnenen Uber- 
tragungsprincipes auf conjugirte Gruppen von mehreren Formen 
unentbehrlich. ; 
Was die Bezeichnung angeht, so werden die Begriffe 
,Gruppe, Untergruppe* auch bei terniren etc. Formen bei- 
_ behalten. | 
Ist die Form einer /’, irgendwie als Summe von (n®*”) 
Potenzen dargestellt, so bilden bekanntlich®) die beziiglichen 
» Lineargebilde (w) ein Pol-p-flach der Fliche und umg.: das 
Analoge gilt von einem gemeinsamen Pol--flach mehrerer £'. 
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Dann spricht sich der allgemeine Stiitzsatz fiir Gruppen 
von Formen ohne Weiteres so aus: 

-y) ,G@egeben sei eine N, (N,) und eine 0” 
(m = 0, 1, 2,... (nd—1)} lineare Schaar (Gruppe) 
von, die alle die Curve N, stiitzen. 

Dann existirt eine of (» = nd—1—m) lineare 
Schaar (Gruppe) von@®, die alle auf dieser ,F*- 
Gruppe und auf N, ruhen. ; 

Die dieser ,®@*-Gruppe mit N, gemeinsamen 
nd-tupel (von Gebilden xu) bilden dabei die voll- 
stindige zur Gruppe der der,,F“-Gruppe und N, 
gemeinsamen (Schnittpunkt-) nd-tupel conjugirte 
Gruppe. 

Dem entspricht dann, dass die vollstindige 
zur ,#“.Gruppe conjugirte ® -Gruppe sich linear 
aus den Flichen der ,®“-Gruppe und den der 


Curve N, umschriebenen Flichen zusammensetzt. 


undumgekehrt die vollstindige zur ,,®“*-Gruppe 
conjugirte aus den Flichen der ,,F“-Gruppe und 
den der Curve N, einbeschriebenen Flichen. 


Geht man umgekebhrt von zwei auf der Curve 


N,(N,) dargestellten conjugirten biniren Gruppen 
(der Ordnung vd) aus, so gelangt man wieder ein- 
deutig zu den beiden Gruppen der ,,F“ und ,,0“ 
zuriick, die mit N, (N,) jene gegebenen biniren 
Gruppen resp. gemein haben.“ 

Dann spicht sich der Hauptsatz des §. 34 nunmehr so aus 
(wenn die Begriffe Pol-p-flach und Pol--Eck sich dualistisch 


gegeniiberstehen) : 


m) I. ,,Gegeben sei eine (d + 1)-gliedrige Gruppe 


von F’, die alle eine N, (d. h. eine Raumcurve d™ — 


¢ 
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Ordnung (Klasse) in einem Raume von d Dimen 
~sionen) stiitzen. 

In dieser Gruppe befinde sich eine k-gliedrige 
Untergruppe von F, die alle aus der N, (abge- 
sehen von je *) » festen Punkten noch) eine k-glie- 
drige Gruppe der Ordnung (nd—p) ausschneiden. 
Dann ist die Mannigtfaltigkeit dieser Unter- 
gruppe 

(16) m = k (d + 1—k) — p (k—1) = p—kp wo 

(AT) p=p—(d + 1-4). 

Dann besitzt die zur NV, **) und zur F-Gruppe 
vollstindige conjugirte ®-Gruppe eine p-glie- 
drige Untergruppe von gleicher Mannigfaltig- 
keit, deren Flichen simmtlich das p-Eck der bez. 
p Picea Punkte der Curve zum Pol-p-Eek be 
sitzen.‘ 

m) Il. Gegeben sei eine ¢-gliedrige Gruppe 
vont ., die alle eine N, stiitzen. 

Wee giebt es solcher p-gliedrigen Unter- 
gruppen(p =—1, 2,...¢#), deren Individuen ein der 
N,umschriebenesp-flach zum gemeinsamen Pol- 


p-flach haben, eineo”™ Schaar, wo 
(18) m = (u—p) (+ 1) — p (n—t). 
Speciell ist diese Schaar eine endliche (0°), 


wenn (und a immer) 


= einer ganzen Zahl ist. 


(19) Fea ari 


*) Denn zu Price solchen Untergruppe gehirt wieder ein anderes 


solches p-tupel. 
#*) Zur Abbiirzung anstatt: zu allen der V4 einbeschriebenen } lichen 


nn Ordnung cf, pg. 374. Anm. 
“3 
W. Fr. Meyer, Apolaritat. 25 
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Danu wirdp 
n—t 


(20) i = Plena 


Fir p = t ergeben sich die bez. Pol-Higen- 


schaften der gegebenen Gruppe selbst.“ 

»ln diesen Sitzen zx (I, I) ist die vollstindige 
Identitit der Darstellbarkeit der biniren Formen 
als Summen von gleich hohen Potenzen und der 
analogen der (d + 1)-niiren Formen, die eine N, 
stiitzen und mit ihr (als V,).die gegebenen biniren 


Formen gemein haben, ausgesprochen.“ 


216. Diesen Stiitzsiitzen steht eine Reihe anderer gegen- 
iiber, von denen besondere Fiille schon pg, 97, 210, 221 
behandelt sind. Es mége hier nur der Hauptsatz mitgetheilt 

werden, an den sich alle weiteren, namentlich durch 
Verschmelzung mit den Stiitzsitzen (mach Analogie 
der Entwicklungen pg. 98, 105, 138, 201 f., 230, 234, 237) 
entstehenden als Corollare anschliessen. Die Ableitungsmethode 
ist identisch mit der auf pg. 133 gegebenen, so dass auf ihre 


allgemeine Formulirung hier verzichtet werden mag. 
; . . . . rv . 
Wir bezeichnen jetzt genauer mit a ein solches (alge- 
n 


braisches) Gebilde im Raume von d Dimensionen, das selbst 
y-fach ausgedehnt ist und von jedem Lineargebilde (ef. 
pg. 856) auf der Stufe (d—r) in n Punkten getroffen wird. 
Demnach wiirden die bis jetzt mit ’, bezeichneten Flichen jetzt 


a—1 : ae 
als ,,/’a * anzugeben sein, unsere Normcurve mit Fa ete. 
n d 


Dann lautet unser allgemeinster Vielflach (H-) Satz 
folgendermassen *): 


*) Wir substituiren im Satze selbst statt des Buchstabens 7” den an- a . 


peren H, in Analogie mit den friiheren Bezeichnungen. 
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e) H-Satz. ,Durch die Ecken von q(d>q > 2) 
einer N, (d.h. irgend einer Curve d‘™ Klasse (und 


Ordnung, im Raume von d Dimensionen) umschrie- 


benen &-flachen geht eine Hi, wo 


(21-n= (ea bd) (09) Fe hd a) 

de 2. ....(d—q+ 1) 
Sieistdann zugleichder Ort der Ecken einer 
ot linearen Schaar von N, umschriebenen 
k-flachen. Diese letzteren sind, wenn die gq gege- 
benen k-flache durch gq binire Formen k&™ Ord- 
nung dargestellt sind, reprisentirt durch die 


ganze Gruppe derselben. 
Von jedem Punkte der Has geht ein undnur 
f n 


ein solches, N, umschriebenes k-flach aus.“ 


a 
Besondere Fiille dieses Satzes sind schon vielfach™) be- 
handelt: ich nenne hier z. B. Hurwitz, Weyr, Pasch, Cremona. 


(Des Letzteren Arbeit war mir nicht zugiinglich.) 

Die analytische Darstellung dieser H-Gebilde ergiebt sich 
nach Friiherem ohne Miihe aus der zu der gegebenen biniren 
Formengruppe conjugirten ,,Schnittpunktgruppe‘‘. Mittelst der 
fundamentalen Zerlegung der Nr. 21 ist es leicht, jedesmal die 
Flachen Fi ‘anzugeben, deren vollstiindiger Durchschnitt unser 
H-Gebilde ist. 

Endlich erhilt man in Analogie mit Nr. 52, 138, 146 die 
canonische Darstellung dieser H-Gebilde (mittelst Produkten- 
summen) ohne Weiteres aus der canonischen Potenzsummen- 
darstellung der biniren Formen. 

Die simmtlichen Entwicklungen und Sitze dieses § mogen 
in einer spateren Darstellung ausfiihrlicher begrtindet werden. 


25 * 
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8. 37. 


Der Satz iiber die Covarianten der H - Reihe. - Der Invo- 
lutionensatz. 


217. Beide Siitze erdffnen ein weites und. schwieriges 
Gebiet unserer Apolaritiitsforschungen: der erstere erledigt 
einen besonders wichtigen Fall der allgemeinen Frage nach 
der Bedeutung der Covarianten einer biniren Form von zu- 
sammengesetzter Ordnung; der zweite lehnt sich wieder an 
einen Specialfall dieses Satzes an und fihrt in ein Gebiet ein, 
in dem iiberhaupt die gegenseitigen Verhiiltnisse der Linear- 
gebilde in den hoheren linearen Riumen, insbesondere insofern 
sie auf anzahlgeometrische Probleme fiihren, erforscht werden. 


Wir nennen ,H Covarianten* einer biniren Form f 
gerader Ordnung (2d) die zwei-, drei- . . . d reihigen Deter- 


minanten der 


2.1, 2.2, . . . 2 (d—1) Differentialquotienten von 
f (nach den homogenen Variabeln) aus dem Grunde, weil die 
erste Form dieser Reihe, die Hesse’sche Form von f, gewéhn- 
lich mit H bezeichnet wird. Wir schreiben unsere Formen suce. 

(1) H,, H,,...H,,. Die Elemente der Determinante 
H,, sind (in der Variabeln) von der Ordnung 2d—2k, mithin 
H,, von der Ordnung 2 (k+-1) (d—h). 

Dann lautet unser Satz (unter H, sei f selbst verstanden): 
_ ¢) H-Satz, ,Die Formen H, (= 0 gesetzt, 
k = 0,1, ...d—1) stellen, wenn F, diejenige Fliche 
(zweiter Ordnung) igt, die eine N,stiitzt und sie 
in den Punktenf (= 0) trifft, diejenigen Linear- 
gebilde ke Stufe der Curve dar, die die Flache 
bertihren* oder kiirzer: ,die, Fliche und Curve 
gemeinsamen, Lineargebilde h™ Stufe.¢ 


Wir beniitzen zum Beweise folgende Hilfssiitze, deren 
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Beweis fitr ein beliebiges d gerade so gefiihrt wird, wie fiir die 
Fille d = 2, 3, wo er bekannt ist. 
av, : a— 
1) Die einer allgemeinen Iie Fra * angehdrigen¢ (d. h. 


sie beriihrenden) Lineargebilde irgend einer Stufe bilden einen 
»Complex® zweiten Grades d. h. sie sind durch eine Gleichung 
2ten Gradesin den Coordinaten*) eines solchen Gebildes bestimmt. 


2) Ist eine we in allyemeinster Weise dargestellt durch: 


ae — 9) (0,71, dV a Re 
so sind die (homogenen) Coordinaten eines der NV, angehorigen 
Lineargebildes i" Stufe die Kerne der aus den k*" Differential- 
quotienten der ¢ gebildeten Matrix, somit ganze Funktionen 
von A der Ordnung (4-1) (d—h). 

Aus (1) und (2) folgt 

3) Es giebt 2 (+1) (d—h)ciner N, und einer F', = i” 
gemeinsame Lineargebilde k'* Stufe, also gerade so viel, als 
die Ordnung von H, betrigt. 

4) Wenn ein Lineargebilde irgend einer Stufe eine F’, 
beriihrt, so ist es in Bezug auf die J’, zum Bertihrungspunkte 
conjugirt d.h. das zuirg eind einem Punkte des gegebenen 
Gebildes conjugirte**) Lineargebilde (¢d—1)"" Stufe (Gebilde ~) 
geht immer durch den Beriihrungspunkt. 

Dann geht unser Beweis fiir den H-Satz so vor: 


Die der N, umschriebenen Pol-(2d—k)-flache der (die 
N,, stiitzenden) F’, sind, wie wir wissen, dargestellt durch die 


zur Gruppe der &" Polaren von f conjugirte Gruppe d. h. 
die ,,Elemente“ ***) des (2d—A)tlachs geniigen den nach ebenso 


eChaaembas-: 1. 
**) Kiirzer: die Polare (w) des Punktes (in Bezug auf die F)- 


*#*) d. h, die Argumente der (2d—k) Gebilde (w) (der Curve), die es 
bilden, 


i 
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viel Werthen polarisirten und = 0 gesetzten k" Differential- 
quotienten von f. 
Demnach stellt H, = 0 diejenigen (und nur diese) der 
N, umschriebenen Pol- (2d—/)-flache der F, dar, fiir die 
2 (d—k) ihrer Elemente (w-Gebilde) coincidirt sind (etwa in ¢). 
‘Aus dem Begriffe des Polvielflachs folgt dann sofort, dass 
in diesem Falle das Lineargebilde ¢ der Curve von der 
ken Stufe in Bezug auf die F, zu einem Punkte conjugirt 
ist, von dessen d an die Curve N, gehenden Lineargebilden (w) 
gerade (d—k) als Schnitt das Lineargebilde ¢ bestimmen. 


Daraus folgt aber mit Heranziehung des dritten und vierten 
Hiilfssatzes sofort unser Satz *) (cf. die spec. Fiille pg. 92, 201). 


Der diesem entsprechende Satz fiir die ebenen Curven 
d'* Ordnung, die einen Kegelschnitt stiitzen, ist daraus sofort 
angebbar, was aber unterbleibe, da seine Formulirung der geo- 
metrischen Prignanz des H-Satzes entbehren wiirde (ef. pg. 235). 
218. Man iiberzeugt sich sofort, dass (excl. d = 1, wo 
der Satz hedeutungslos ist) die Ordnung von H, immer grisser 


ist als die von f und gleich (abges. von & = 0) nur fiir k—=d—1. 


Man kann daher die Frage aufwerfen: Ist umgekebrt 
eine Form der Ordnung 2 (k-++1) (d—k) gegeben, die zugleich 
den Bedingungen geniigt, eine Form H, zu sein, wieviel 
Formen f giebt es dann, deren Covariante H, mit der gege- 


benen Form identisch ist? 
Es soll hier nur der einfachste Fall k—=d—1 in Betracht 
gezogen werden. 


Dann lautet die Frage auch so: 


Gegebenseieine N, und auf ihr ein 2d-tupel gy: 


*) Eine andere charakteristische Kigenschaft der biniiren Formen 


gerader Ordnung (2d) und der zugehibrigen F, ist pg. 882 mitgetheilt, 
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wieviele ®, giebt es, die dieses 2d-tupel g, (= 0) 
(von u-Gebilden) mit ey N, gemein haben und die N, 
stiitzen? | 

Diese Frage ist aber (nach Satz é,) pg. 866) identisch 
mit der andern: 

Wieviel Involutionen (d+1)" Ordnung giebt 
es mit gemeinsamen 2d = 8 Doppelelementen? 
die selbst wieder in der allgemeineren enthalten ist: 

t) Wieviel Involutionen (d+ 1)" Ordnung 
giebtes mit gemeinsamen 2d=6 Elementenpaaren 
(spec. Doppelelementen)? 

Die Lésung lautet: 

»Die Anzahl x3 dieser Involutionen bestimmt 
sich durch die Relation 

a BY 
aC eae Marae. 
ere fy 
die alle Fille umfasst (nur dass man fiir = 2 
fiir 0! die Kins zu setzen hat)*. 
Demnach ergeben sich z. B. fiir die Involutionen 
ip A atO.O ee i Aon? Qranuae 
2 5, 14, 42, 132, 425 
Involutionen mit bez. 
Ae O aoe pO kL? hd 
gemeinsamen Hlementenpaaren. 

Fiir den Beweis dieses ,,Involutionensatzes“ habe ich bis 
zur Zeit keine so einfache Form finden kénnen, dass er hier 
vollstiindig abgeleitet werden kénnte, es mogen einige An- 


deutungen iiber den’ Gang desselben hinreichen. 
Das Verfabren ist dem frither (Nr. 155) bei Involutionen 


vierter Ordnung angewandten ganz analog. Man bemiiht 
sich, die gewiinschten Involutionen in der That durch ge- 


eignete (u)-Biischel auszuschneiden. 
Gehen wir etwa zu den niichst héheren (fiinfter Ordnung) 


? 
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iiber, so denken wir uns zuniichst eine R mit 8 eigentlichen 
Doppelpunkten, deren Argumente, wie man sich (dhnlich | 
wie auf pg. 321) unschwer tiberzeugt, ganz willkiirlich gewihlt 
werden kénnen. (cf. die Anmerkung.) 


Dann geht durch jede (eigentliche) vierfache Sekante 
der Curve ein Ebenenbiischel, das eine Involution fiinfter Ord- 
nung mit vorgegebenen acht Elementenpaaren aus der Curve 
ausschneidet. 


Man bestimme daher zuniichst die (bekannte) (cf. pg. 363) 
Anzahl der vierfachen Sekanten, die eine FR, tiberhaupt be- 


sitzt: ziehe in unserem Falle davon ab erstens die Verbin- 
dungsgeraden je zweier der (8) Doppelpunkte, zweitens die 
Sekanten, die von je einem Doppelpunkt ausgehen und die 
Curve noch zweimal treffen. (Da durch Projektion von 


solchem Doppelpunkt aus auf eine Ebene eine R entsteht, 


so giebt es solcher Sekanten so viele, als eine R: ausser 7 


bestimmten Doppelpunkten noch weitere besitzt. Und analog 
in den hdheren Fillen.) Demnach erhilt man als Anzahl 


der eigentlichen vierfachen Sekanten unserer Re 
(od Gy. Bar 
OY dots 88 Fo TD sy Oy See 


— 


Also existiren jedenfalls (mindestens) 13 Involutionen 
fiinfter Ordnung mit 8*) gemeinsamen Elementenpaaren. 


Sehen wir zu, ob wir nicht einen noch genaueren 
Werth ermitteln, wenn wir unsere Involutionen aus einer 


R*, (also im niichst héheren Raume) mit 8 (eigentlichen) 


*) Diese sind auch als Argumente der 8 Doppelpunkte der Re 
willkiirlich annehmbar. Denn acht cigentliche Doppelpunkte zu be- 
sitzen mit beliebigen Argumentenpaaren ziihlt 24 Bedingungen, die eine 


19 gerade erfiillen kann, s 
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Doppelpunkten*) durch Biischel von (w)-Gebilden ausschneiden, 
die durch je ein die Curye sechsmal_treffendes Linearge- 
bilde zweiter Stufe (Ebene) gehen. 

Wir bilden erst wieder die Anzahl dieser Ebenen_ fiir 


eine Ri, tiberhaupt (nach Formel (25) pg. 363): ziehen fiir 


unsern Fall davon ab 1) die Verbindungsebenen je dreier 


*) Die Existenz dieser Curve ist leicht direkt nachweisbar. Denkt 
man sich eine R mit 21 getrennten Doppelpunkten (eine Curve, die 
man durch einen continuirlichen Process analog dem pg. 346 anmerkung 
mitgetheilten aus einer Re mit 15, diese wieder aus einer Re mit 10 
Doppelpunkten, die nach Nr, 192 existirt, ableiten kann) ,und_ legt 


durch 18 derselben und irgend drei einfache Punkte der Curve eine 
o3-Schaar von Curven fiinfter Ordnung, so schneidet diese gerade die 


viergliedrige Gruppe unserer betrachteten Ry aus“. 


Die Argumente der acht Restdoppelpunkte der Re sind ganz will- 
ktirlich (wie die der drei einfachen Punkte) und in der That hingt eine 
lv mit acht Doppelpunkten (von beliebigen Argumenten) noch ausser- 
dem von drei Willktirlichkeiten ab. 

»Daher giebt es also auf unserer Ry immer 14 Sextupel von Punkten, 
deren jedes nebst den 13 ausgewihlten Doppelpunkten und drei willktir- 
lich gewihlten einfachen Punkten die Grundpunkte eines Biischels von 
Curyen ftinfter Ordnung bilden (und diese 14 Biischel schneiden dann 
14 Involutionen fiinfter Ordnung mit 8 gemeinsamen Elementenpaaren 
aus der Curve aus). 

Das einfachste Bild unserer 14 Involutionen erhalt man in dem 
Fall der Be (mit 15 Doppelpunkten). Betrachtet man hier die Argumen- 
tenpaare von 8 derselben als die gegebenen [lementenpaare (die dann 
allerdings durch eine bestimmte Relation verbunden sind), so werden die 
gewiinschten 14 Involutionen aus der Curve ausgeschnitten 

_ 1) durch die 7 Strahlbtischel der 7 weiteren Doppelpunkte, 

2) durch 7 Biischel von Curven dritter Ordnung, deren Grundpunkte 
aus den 7 weiteren Doppelpunkten und je cinem Paar von einfachen 
Punkten der Curve bestehen. 


(Denn das Netz von Curven dritter Ordnung’ durch diese 7 Doppel- 


punkte schneidet aus der Curve die dreigliedrige Gruppe einer Re aus.) 


5 <7 7. + 
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der (8) Doppelpunkte, 2) die Verbindungsebenen je zweier 
von ihnen, die die Curve ausserdem noch zweimal treffen, 3) 
die durch je einen Doppelpunkt gehenden, die die Curve 
noch viermal treffen. Dies liefert fiir die gewiinschte Zahl- 
von eigentlichen sechsfachen Sekanten-Ebenen: 


Bet oT 6n0e 
©) ao Sakae 
8.7 7266.55 NTE Ces as 
Cretie 55-9485 53-7 3105-6) 


ee jede derselben geht ein (w)-Biischel, das eine 
der verlangten Involutionen aus der Curve ausschneidet, so- 
dass mindestens 14 solcher existiren miissen. 


Geht man jetzt aber wieder weiter, zu R},, #8 ete. mit je 
acht eigentlichen Doppelpunkten und verfihrt analog, so 
iiberzeugt man sich, dass diese Zahl 14 immer wieder- 
kehrt, also eine obere Grenze fiir die gewiinschte Anzahl 


darstellt. 


Dies bestiitigt sich vollkommen durch die allgemeine 
Untersuchung. Schneidet man, ganz wie oben, auch die 


. ti es 
Involutionen n“ Ordnung, durch (v)-Biischel aus Curven 


aus, die immer (2n—1) eigentliche Doppelpunkte besitzen, 
so ergiebt sich fiir die jedesmal so nachweisbare Zahl von 
gesuchten Involutionen (mit denselben 2(n—1) Elementen- — 
paaren) eine Recursionsformel. Diese lisst sich in eine 
einzige Reihe zusammenzichen, deren Summe von einem — 
bestimmten Gliede an einen festen Grenzwerth 
nie mehr tiberschreitet (weder nach oben noch nach 
unten). Darin liegt der (wenn auch nicht vollkommen — 
strenge) Bewets, dass dieser Grenzwerth die gewiinschte 
Anzahl genau darstellt. Dieser Grenzwerth nun ist kein 
anderer als der oben unter (3) angegebene, nachdem man 
fiir den urspriinglich gefundenen noch Ziihler und Nenner — 
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- mit gewissen ganzen Zahlen multiplicirt hat, um ihm diese 
 elegante Gestalt zu verleihen. 

_ 219. Unser Involutionensatz lisst sich aber auch leicht 
in die Sprache der héheren Riume tibersetzen und bildet da 
wieder den Ausgangspunkt einer vollstiindigen anzahlgeome- 
trischen Theorie der Lineargebilde dieser Riiume. 

Wahlen wir als Beispiel die Involution vierter Ordnung. 
Eine solche ist auf einer N, durch zwei ihr umschriebene 
Vierflache (Quadrupel) gegeben und bestimmt dann vermége 
aller ihr angehérigen Quadrupel die Punkte einer Geraden g. 
‘Jedem Doppelelemente der Involution entspricht dann eine 
»lbene* der Curve, die die Gerade g trifft und umgekehrt. 
Daher giebt es so viele Inyolutionen vierter Ordnung mit den- 
selben (6) Doppelelementen, als Gerade, die sechs Ebenen 
einer Curve N, (und somit nach einem bekannten™ Lagenprincip 
iiberhaupt sechs Ebenen) treffen. 

Und so spricht: sich der Involutionensatz t) auch so aus: 

Satz7). ,Hs giebt v;_,, Lineargebilde erster 
Stufe (Geraden), die in einem Raume von d+1 
-Dimensionen 8 Lineargebilde d™ Stufe treffen 
(u. dual.).4 

Und analog beweist sich folgender Ausspruch: 

Prinzip v) ,Es giebt in einem Raume von n 


F z ° c . t 
Dimensionen gerade so viel Lineargebilde r™ 


Stufe, di e (r+1)(n—r) Lineargebilde (n—1—r)™ (d. i. 
derconjugirten) Stufe treffen (u. dual.), als 71)- 
gliedrige binire Gruppen n” Ordnung mit ge- 
meinsamer Funktionaldeterminante.® 

Man erkennt daraus, dass die vollstiindige algebraische 
Erweiterung unseres Involutionensatzes 7) (auf hohere Gruppen) 
zugleich alle anzahlgeometrischen Probleme lésen wirde, die 
man in den héheren (linearen) Riiumen, sofern es sich um 
Lineargebilde allein handelt, tiberhaupt stellen kann, 
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Es ist hier aber zugleich der Ort, allgemein darauf hinzu- 
weisen, wie wir durch unsere Apolarititsbetrachtungen , die uns ; 
mit Nothwendigkeit auf die H-(cf. Satz e) und die ihnen je eindeutig — 
zugeordneten (eine N, stiitzenden) F-Gebilde und ihre invari- 
anten Ligenschaften  fiihrten , thatsiichlich implicite die — 
Theorie der entsprechenden Lineargebilde héherer Réume — 
mitbehandelt haben. Denn die Coefficienten in den Glei- 
chungen der H-Gebilde sind ja nur lineare Combinationen der 
Coordinaten der bez. Lineargebilde (und umgekehrt) und es 
gelten zwischen ihnen die analogen Relationen, wie zwischen 
den letzteren (Coordinaten), 

So waren die H-Kegelschnitte thatsiichlich die Bilder der 
Raumgeraden und in diesem Sinne behandelte ja der §. 21 die 
Abbildung der linearen Complexe auf die Ebene. 

So rechtfertigt sich die dem Titel dieses Werkes beige- 
gebene Erklirung. Das schon zu Anfang dieses Kapitels in 
Aussicht gestellte Werk wird gerade diese Beziehung zwischen. 
Linear- und H-Gebilden, nebst. den bez. Coefficientenrelationen 
mit zu Grunde legen. So wird es méglich sein, eine schon 
von Manchen™) (z. B. Grassmann, Veronese, Jordan, Halphén, 
Spottiswoode) angebahnte projektivische Theorie der héheren 
linearen Riume, wenigstens in den Elementen, systematisch 
durchzufiihren. 


§. 38. oy 
Die lineare Transformation auf den rationalen Curven und die — 
allgemeine Collineation. . 


220. ‘Zum Schlusse soll noch die wichtige, am Ende 
von Kap. I aufgeworfene Frage nach der Beziehung zwischen 
den linearen Transformationen auf Curven Re und den Col- : 
lineationen des bez. Raumes erledigt werden. Dies geschehe 
in gedriingter Weise mittelst einiger Siitze, deren (einfache) 
Beweise hier unterdriickt sind, | 


: Es geniigt, statt der Curven R* die (Norm)curven R* 
zu Grunde zu legen. Dazu dient der 

‘Hiilfssatz I. ,Gegeben sei eine Es 

pets = OA) (0. == 0501) os nt). 

Streicht man (n — d) dieser Gleichungen (etwa fiir 
t=d+1, d+2,...n), so resultirt eine R, die aus der at 
durch ,Projection* entsteht, und zwar mittelst aller (00 *) 
u-Gebilde*), die durch das Lineargebilde (n—d—1)™ Stufe : 

ee is Oa Ouran em 
gehen, auf dasjenige d Stufe: 


n 


Ist daher umgekehrt eine R4 (ex, = 9(A), 1 = 0, 1,...d) 


(3) Gp», = 9, e,,=90,...%, = 9. 


gegeben, so lisst sie sich durch Hinzufiigung von beliebigen 


n—d weiteren Gleichungen (px, = 9,(A), k= d+ 1,...n) 
in der angegebenen Art als Projektion einer 1s auffassen. 


Hine lineare Transformation auf der R ist dann genau dieselbe, 
wie die auf der bez. R”.“ 

Fragen wir, in was fiir eine lineare Transformation des 
Raumes von x Dimensionen durch diesen Process irgend eine 
solche des ‘gegebenen Raumes (von d Dimensionen) iibergeht, 
so lést dies der 

Hiilfsatz IL. ,ist die Transformation im héheren Raume 
(von x Dimensionen) gegeben durch: 

(2 Y=, Sig By te Uy Hy Te ig Be (paar Opt lig wes (0) 

und verschwinden alle vy“ Unterdeterminanten der ‘Trans- 
formationsdeterminante (aber nicht alle (v +- 1)"), so stellt 
diese specielle Transformation eine ,,Projection® 


dar von dem Lineargebilde v™ Stufe 
(7) a, = 0 (¢ = 0,1,... m) (mit den Horizontalcoefficienten @) 


*) d, i, immer ein Gebilde wu, = 0. 
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auf das (dualistisch conjugirte) Lineargebilde | 


(n—v—1) Stufe: 


(8) a,, =0(k =0, 1,... ) (mit den Vertikalcoefficienten a), 


verbunden mit einer (allgemeinen) Collineation 
indemletzteren Gebilde. 

Umg. gehe man von einer beliebigen Collineation im 
letzteren Gebilde aus, so gelangt man riickwiirts zur (uneigent- 
lichen) Collineation (4) im héheren Raume.“ 

221. Fragen wir nunmehr, welche (specielle) Collineation 
im bez. Ranme (von » Dimensionen) eine lineare Transfor- 
mation auf einer A” nach sich zieht, so lautet die Antwort: 

Satz ) ,Dureh eine (allgemeine) lineare 
Transformation aufeiner R ist die (allgemeinste) 
Collineation des bez. Raumes von der Art be 
stimmt, dass sie die Curve in sich tiberfiihrt und 
umgekehrt. Eine solche besondere Collineation 


hiingt (bei ganz willkiirlicher Annahme der Re 


und der projectivischen Beziehung auf ihr) von 
, - ° 4g e : 

(n—1) Constanten weniger ab, als die allgemeine 
Collineation (des bez. Raumes). Diesriihrt daher, 


dass, wenneseine Rh” giebt, die beieiner Colline 
ee 


ation in sich tihergeht, so auch noch eine ow 
Se haar. 


In der That, seien 0, o die Doppelelemente der pro- 


jectivischen Beziehung auf der A”, und das Coordinatenpoly-— 


eder das Normpolyeder (cf, Nr. 30) der Curve, so ist diese dar- 
gestellt durch: 
(Q)® at, ek AC nO ean) 


und die projektivische Beziehung nebst der durch sie be- 


stimmten Collineation durch 


(10) Ae = ad, oy = at L. 


Dann aber geht auch jede Curve der o"~' (pg. 44, 300) 


om . Z nS — ae 
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“Schaar, die durch (9) bei variabeln & dargestellt ist, in 
sich iiber, 
222. Nun ist aber der strengere (allgemeinere) Begriff 
einer biniiren linearen Transformation 
ark + b 
abl = a3 


bekanntlich der, dass 2 und p nicht auf derselben, sondern 


zwei verschiedenen (ganz beliebigen) R" interpretirt werden, 
die dann vermége (11) projektivisch auf einander bezogen 
werden. 
Von diesem Gesichtspunkt aus gelangen wir zu dem 
Collineations-Fundamentalsatz ¥).. ,Durch 
eine allgemeine Collineation Gm Raume von » 


-Dimensionen) geht offenbar irgend eine i” (mit 

-ihren simmtlichen Lineargebilden) tiber in eine 

S° (mitallenihren Lineargebilden) und zwarsind 
n 


dann vermége der Collineation die Elemente 
beider Curven projectivisch auf einander bezogen. 

Aberauchumgekehrtist durch eine projektiv- 
ische Beziehung zwischen irgend zwei Curven 


R 


‘n? 


S°*) (in allgemeiner Lage) eine Collineation 


*) Nehmen wir die eine Curve zur Normcurve 


i 
etme he (n=l se =, CbCs) 
i i vy) 1 


so ist ais zweite in allgemeinster Weise dargestellt durch 


n n= 0 
=< 270 Cem n a ae WG. : 
Ae *5 (H) OMESIOT, 2 rs Bl bs by 


Vermige der projectivischen Beziehung (11) gehen die 0 (uw) tiber 
n, s 
in fabges. von dem in o eingehenden Faktor (cA + d) }: 
ee ee ee ee he dn AAC 
pe otis i pe kgbnere me "ines 7 
Dann ist die durch (11) bestimmte Collineation unseres Raumes 
keine andere als 
== d Resta AN Oi 
Y= Ay ete he inn 


Waren die ae allgemeiner Natur, so auch die A. 
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(des bez. Raumes) und zwar die allgemeinste ihrer 
Art bestimmt. 

In diesem Sinne stellt demnach die binire 
CoHineation (11) zugleich die (n41)-nire dar und 
umgekehrt und die Invarianten des einen Gebiets 
zugleich die des andern.‘ 

Daher ist die oft von uns beniitzte Operation: ,Man 
wiihle irgend eine vorliegende R® zur Normcurve (statt der 


urspriinglich vorhanden gedachten, auf die der bez. Raum 
bezogen gewesen war) und nehme auf ihr eine beliebige Para- 
metervertheilung an* identisch mit der kiirzeren: 

»Man iibe auf den Raum eine allge meine Collineation 
aus (durch die die urspriingliche Normcurve in die R®. iiber- 


geht).* 
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